
給師生的數學科展建議

游森棚

國立台灣師範大學

應科教館的邀請寫這篇短文. 底下的建議都針對數學科展, 希望對對數學科展

有興趣的師生有幫助.

1 尋找題目

尋找題目是一個好科展最重要, 也最困難的一步.

1.1 不好的題目

我們先談不好的題目:

1. 超出能力太多的問題. 手上有什麼工具可以用, 應該有個底. 題目野心太

大, 使得數學能力或工具無法負荷, 就會一籌莫展. 不少最優化的問題或求離散極

值問題最後都無法求解, 原因是沒有工具可以用. 此外, 我鼓勵能力可作高等數學

的同學盡快進入高等數學的殿堂. 反之如果能力未到, 勉強進行就失去了科展的本

意. 從事高等數學的研究, 也應該要對問題的背景有一些概念. 若僅僅挖一個碎片

來進行, 成為沒有動機的空降問題, 是迷失了作研究的本質.

2. 抄襲. 各種形式的抄襲 (翻譯, 本質沒有變化的改編都是抄襲) 是科學研究

不容許的.

3. 做過的問題. 避免做過的問題的簡單方法是查資料. 這也是作研究的基

本功夫. 較難避免的情況是做到一半, 才發現和某個已知的結果等價, 或是某個結

論的特殊情形. 克服這一點要靠經驗. 國內科展有些題材不斷地重複 (多面體展開

圖, 魔方陣, 跳馬步, 撞球反彈, 三角形中某點的軌跡, 給定初始規則的動態系統軌
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跡, 拈及兩人對奕, 觀察某幾何形狀的數列規律, 骨牌填充) 這些問題要發掘出新

的想法的確不容易.

4. 幾乎不可能或根本不可能作的問題. 數學上有太多未解的公開問題 (open

problems), 許多連專業數學家都沒辦法處理. 如果學生有絕妙點子可以突破, 這

是可遇不可求的最好科展. 但是對於那些百年懸案 (如 3x + 1 問題, 四根柱子以

上的河內塔), 或是已經證明不可能 (如尺規三等分角), 想涉獵這些問題, 要審慎

考慮.

5. 沒有發展性的問題. 科展就是小研究, 目標是得到一個小理論. 因此如果

問題孤立, 解完了之後看不出還能作什麼; 或是發展有限制, 無法有更深入的探討,

都是不好的問題. 比如, 找某個圖形中特殊點的軌跡方程, 如果這個軌跡沒什麼特

別性質, 算出軌跡方程價值就不大. 又比如在某規則下兩人對奕找必勝規則, 如果

無法找到一個夠簡潔的小理論, 就成為孤立的問題. 特定的數論或不等式問題, 也

容易變成獨立問題而無法發展. 要避免這一類的問題, 要靠經驗以及多徵詢.

1.2 好的題目

好的題目會讓作者一開始有一些小進展, 經過不平凡的思考推導後, 最後可以得到

一個小理論. 而且題目, 過程, 和結果, 多多少少都要滿足對數學審美的標準:

簡潔, 美麗, 精確, 不平凡, 有深度.

還沒有人作的科展題目實在太多了, 只要肯去找, 根本作不完. 但是好題目從

哪裡找呢?

1. 學生有強烈動機且能力, 可以勝任之高等數學問題. 初等數學的科展可以

作得很漂亮, 也是應該鼓勵的. 然而對於一些特殊的同學, 在能力與動機足夠的條

件下, 高等數學的問題也許是更好的選擇, 不需要一定限制在初等數學的範圍中.

最近幾年美國 Intel 科展的參賽和得獎作品, 約有五成是高等數學的題材, 亦可看

出趨勢. 但是切勿成為揠苗助長. 選擇這一類題目, 要有能配合教授的資源較為妥

當.

2. 舊問題的原創想法. 這一類問題可遇而不可求. 數學有許多的問題, 多多

少少都有被人研究過. 要有全新的想法是不容易的. 但是如果有一個全新的點子,

2



或是嶄新的想法可以得到新的突破, 這會是最好的科展.

3. 已知好結果的平行類比或推廣. 這一類的問題是容易找的. 觀察孤立的特

殊情形, 尋找一般的理論; 觀察已知的結果, 尋找類比或是推廣. 這不只是一個尋

找科展問題的方法, 也是數學研究的模式. 許多的大理論都是從很小的問題出發的

— 如解多項方程式, 一筆畫問題, 多面體點線面之間的關係式等等. 一些小題目

如果有好的推廣, 會是非常好的科展方向. 多讀, 多看, 多思考,自然時有新的發現.

4. 課本上有發展性問題的窮究探討. 這一類問題幾乎被國內師生忽略, 主要

原因是台灣的學生學數學都不看課本,這真是不可理解的事. 課本是編輯教授濃縮

經驗的結晶, 裡面有許多的好材料, 卻常常被忽視. 課本的習題都不會是無意義的

問題, 很多習題的背後是有學問的, 都可以發展成好科展.

好的數學小研究問題是無窮盡的, 只要懂得怎麼尋找.

2 幾個例子

以下節選一些我曾提供給學生的, 較有代表性的問題, 有組合, 代數, 幾何, 數論等

等. 這些題目的形成不是莫名其妙跑出來的, 都是學生有了一些觀察, 經過討論後

成形的. 我只寫出一開始最原始的問題, 讀者可以對照科教館網站的作品成果, 也

對照前幾節的說明, 體會一個好科展如何成形.

1. (ISEF 大會二等獎) 問題: 三個候選人開票, 開票過程中甲不落後乙, 乙

不落後丙. 有幾種開票方法?

2. (ISEF 大會二等獎, 美國數學會獎) 問題: 四個司機依序要進入單行道停車

場, 停入四個依序編號為 1, 2, 3, 4 的停車位, 每人有一個喜歡的位置. 如果這個位

置是空的, 就停進去. 如果被佔, 就退而求其次停到下一個空位. 如果接下來一路

都沒空位, 就只好開走不停了. 比如四個司機心裡喜歡 1, 1, 1, 1, 這樣可以順利停

車. 心裡喜歡 2, 2, 1, 3, 或 4, 1, 3, 1 也可以順利停車. 但是心裡喜歡 2, 2, 3, 3 就不

能停車了. 有幾個順利停車的想法?

3. (全國科展第二名) 問題: 考慮三角形 ∆ABC 的內切圓的切線 ℓ, 設 ℓ 交
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AB, AC 兩邊於 D,E. 證明

AD

DB
+

AE

EC
= 1.

4. (ISEF 大會四等獎, 美國數學會獎) 用 108◦, 36◦, 36◦ 和 72◦, 72◦, 36◦ 兩種

拼片來拼五邊形, 可以怎麼拼?

5. (台灣國際科展一等獎, Intel 電腦科學獎) 問題: 某本書的河內塔的規則

印錯了, 將過程中每一根柱子上 ”較大的環要在下方” 印成 ”最大的環要在下方”.

6. (ISEF 大會二等獎) 問題: 證明

arctan
1

2
+ arctan

1

3
= arctan 1

更多的例子以及實地的操作, 可以參看課堂的講義.

3 進行

找到了題目要如何進行? 底下是一些建議.

1. 工具. 工欲善其事必先利其器. 作數學也需要進行實驗, 因此要適當利用

科技. 能寫簡單的程式, 配合套裝轉體的使用 (Cabri, GSP, Mathematica, Maple

等等), 可大大協助科展的進行.

2. 資料. Google 是非常有用的搜尋工具, 配合各圖書館之間都有館際合作,

要查到資料並不是困難的事. 研究的第一步就是要弄清楚這個主題的現況, 查找資

料的能力是重要的.

3. 討論. 卡住是正常的, 如果一個問題從頭到尾沒有遇到困難, 這個問題大

概沒什麼難度與價值. 但是數學研究神奇的一點就是, 通常好的點子會出現在對話

中, 解決的關鍵會出現在討論中. 因此師生要安排固定的時間討論, 檢核進度, 然

後討論現況與接下來的發展. 只要這些有確實進行, 配合一個有潛力的好題目, 必

能有一定的進度.
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4. 諮詢. 去請教學有專精的教授並不是很奇怪的事. 教授畢竟是專家, 可以

看得比較遠, 知道哪些問題該怎麼發展 (或是不該怎麼發展). 但是即使是數學教

授, 也不是每一個領域都懂. 所以也要因著不同的問題找不同的專家.

5. 書寫. 做到一半大概就可以開始作書寫的工作. 將結果寫下來有助於釐清

思路,而且更知道有哪些方向可以再補強或繼續探討. 將想法以數學語言呈現是需

要練習的, 書寫有助於這樣的訓練. 書寫要比照科學論文的格式, 標題, 摘要, 前

言, 分節, 結果與證明, 參考資料.

4 一些想法

最後我想談一點面對科展的心態.

1. 科展是 “科學加創意加展示”. 三者的比重在各領域或有增減, 缺一不可,

但太過偏於一邊也是不好的. 數學因為本身的特殊性, 三者間的取捨需要考慮. 一

來, 數學如果沒有證明就什麼都沒有 (切記!), 因此容易碰到無法證明而一籌莫展

的情形. 二來, 數學證明過程中易變成枯燥的符號運算, 推理或瑣碎的討論, 因此

問題背景或想法的創意就很重要. 三來, 數學的展覽基本上較不能 “秀”, 這是先

天劣勢, 但也不能為了秀而犧牲掉數學內在的質, 最終還是數學內容最重要.

2. 數學科展是小研究. 所謂的研究, 就是作之前也不知道答案, 這樣才有作

的價值. 但是研究不是盲目的探索, 也不是有勇無謀的亂作. 好的學生加上好的題

目, 會如虎添翼. 在尋找題目的過程中, 老師必須扮演重要的諮詢角色, 而不是放

任學生亂找. 好的學生如果題目不好, 就會鑽牛角尖. 一般的學生加上好的題目,

一樣可以做出非常出色的科展. 在擔任學生尋找題目的諮詢角色上, 台灣的老師有

非常大的進步空間.

3. 沒有人是全能的. 翻查資料, 尋求諮詢和資源本來就是科學研究過程中必

要的工作. 每個人有擅長的領域, 因此教師若遇到不擅長的部分, 要盡量轉換方向.

我的專業是組合學 (離散數學), 這個領域我就比較有概念. 我若收到師生的信問

我不擅長的領域, 我會轉介給其他學有專精的學者. 真正專業的學者, 可以從學生

挖出一堆礦石中, 看出可以煉出黃金的部分. 中學科展最令人興奮的是, “純潔” 的

學生常有一些原創的想法, 而這些想法已經碰觸到了很好很深的數學.
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4. 學生提供創意與實作, 老師提供經驗和方向. 科展是師生一起努力的成

果. 但是所有的動作應該都是學生作的. 這個過程就像指導教授和研究生一樣. 研

究生經過閱讀後有新的想法或點子, 指導教授能判斷可不可行. 如果可行, 對於接

下來的進行會有個感覺和方向, 大概知道要往哪邊進行. 研究的主體及真正的研究

工作都是研究生的事. 如同籃球教練給戰略和戰術, 真正上去打球的是選手. 那些

中間出現很炫的灌籃或得分, 是選手的努力. 但是整場的勝利, 教練和選手都有功

勞. 教練切忌代替學生上場, 但是選手沒有教練的方向指引, 亂打一通也是看得出

來的. 有了以上的形容, 我希望大家對 “到底科展是老師作的還是學生作的” 會有

一個比較正確的觀點.

5. 科展的過程是一種享受. 科展有得獎很好, 但無論如何, 得獎不是唯一的目

的. 如果作科展的原始動機是為了得獎, 那趕快放棄吧, 有更不辛苦的方法可以有

成就感. 面對一個好的題目, 探索的過程會讓師生都收穫非常多. 師生們要把這個

當作成長的機會, 一旦有了幾次這種經驗, 就會愛上作科展. 問問歷屆台灣國際科

展的學生代表們, 為什麼要作科展. 回答會非常一致: 因為喜歡, 樂在其中. 這是

內在的驅動力, 不是物質或頭銜可以誘惑的. 因為內在驅動力, 才能無怨無悔. 辛

苦, 但是樂在其中. 許多持續工作的教授, 已經不是為了論文, 而是對科學工作的

熱愛. 科展最棒的一點是, 可以讓一些學生認識自己, 知道自己喜歡科學研究, 從

而找到終身安身立命的所在.

5 結語

我對台灣國際科展有特殊的感情. 第一屆開辦時我還在建中任教, 數學第一名就是

我的班上學生. 之後連續三四幾年的數學科或資訊科大會獎第一名, 或多或少也都

和我有聯繫. 到大學任教後, 常應科教館邀請為輔導教授, 持續與聰明的年輕學生

互動, 是非常好的事情.

數學科展就是作小研究, 觀察現象, 探索未知, 連結已知的理論, 發現新結果.

發現一個定理的成就感與喜悅, 是無法形容的. 一旦有一次經驗, 就能夠體會學者

的堅持. 科學改變了世界, 而數學是科學的根本. 身為教育工作者, 更該鼓勵激發

學生的潛能, 改變世界. 這過程很辛苦, 但是絕對值得.
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