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新竹市某國中有位數學老師 ( 以下

稱老幾 ) 特愛幾何、畫與詩，他喜歡用 

詩的形式寫日記，動不動就觸景生情。

例如：

10/26/2012 的

戴著眼鏡　河邊的景色是寫實畫派

沒戴眼鏡　是印象派

霧　讓莫內近視了 [ 註 1]

又有一次在景觀大道 [ 註 2] 上開

車，他開著開著一不小心撞到了一景，

匆忙停車後，又完成了一首小詩：

照理那驚鴻的一瞥是 2 月 10 日發生

的，但事隔多日又懷疑可能是 10 月 2

日吧！這就是老幾。會把「皮包」看成

「包皮」的也是老幾。

「做就對了！分析、思考是做完以後

的事。」這還是老幾！

一、做就對了

「假設你手邊有取之不盡；用之不

竭的正多邊形壓克力片如（圖 1.1），

又有膠帶，你會打算做什麼呢？」老

幾問大家。 
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清晨　驚見天上

一條活脫脫的蜈蚣

細細長長

扭腰擺尾

密密麻麻　黑壓壓的　好多腳

在　灰濛濛的空中　舞呀舞的

怕來不及

欣賞　這乍現的　黑虹

急忙停車　衝上高處

風　也來欣賞 ( 霧來搗蛋 )

一條飄逸　即興演出

累了　斷成　兩條隨意

小的在後　跑龍套

來不及

與　你 ( 你們 ) 揮揮手

霧就將幕放下

輕輕　悄悄

意猶未盡

想起　昨夜的風  

適合遠行！

冬 候 鳥                 2/10/2006

圖1.2
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表1　常見的瘦肉精種類。

常堅固，不妨稱此為「三面角的唯一

性」，其它超過三個面的立體角則否。

「這性質可以證明嗎？」聰明的人開

始反問。

老幾寫了一些算式，最後導出： 

已知一三面角組成的角度分別為α、β

與γ，則α角所對之兩面角[註4]的度

數θ’通式如下（圖2.3）[註5]：

圖1.3 圖1.4 圖1.5 圖1.6 圖1.7 圖1.8

圖1.9
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老幾先挑了幾個富含創意的做為代表（圖 1.9），並開始用低沉的嗓音說：「它們都是封閉的
嗎？」本以為他會誇獎這些作品一番，沒想到第一句話就讓大家錯愕。 

  

 
  

   
（圖 1.3） （圖 1.4） （圖 1.5） （圖 1.6） （圖 1.7） （圖 1.8） 
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(二)審視作品 

每次老幾一出馬，大家便會回神仔細觀察，但這次實在看不出有任何蹊蹺。 
「有縫隙！」老幾提示。 
「有嗎？」大家半信半疑。 
老幾拿出了兩個由百利智慧片組出的教具（圖 2.1）與（圖 2.2）問：「它們有什麼差別？」 

結果大家很容易地從操作中發現了一個現象：三個面的立體角[3] 異常堅固，不妨稱此為「三面

角的唯一性」，其它超過三個面的立體角則否。 
「這性質可以證明嗎？」聰明的人開始反問。 
老幾寫了一些算式，最後導出：  
已知一三面角組成的角度分別為α、β與γ，則α 角所對之兩面角[4]的度數θ’通式如下（圖2.3）： 

θ’=𝐜𝐨𝐬−𝟏(𝐜𝐨𝐬𝛂−𝐜𝐨𝐬𝛃𝐜𝐨𝐬𝛄𝐬𝐢𝐧𝛄𝐬𝐢𝐧𝛃 )……………﹝1.1﹞[5] 

 
「此公式的 β與 γ位置可以互換，故使用起來非常方便。依此公式可繼續得出其它的兩面角，

既然每個兩面角都唯一，結構當然也就堅若磐石了。利用此性質便可將（圖 2.2）加出三面角來，
變成『不動如山』的（圖 2.4）。」老幾說的得意洋洋。 
「可是這年頭山不太牢靠，一下大雨就變成土石流耶！」一位同學立刻潑上一盆冰水。 
「呵！呵！ ^^|||」老幾冷靜一下，繼續賣力的從﹝1.1﹞導出其它可擴充多邊形的度數 α'公

式如下：（圖 2.5） 

α'= 𝐜𝐨𝐬−𝟏((𝐜𝐨𝐬𝛂 − 𝐜𝐨𝐬𝛃𝐜𝐨𝐬𝛄) 𝐬𝐢𝐧β’𝐬𝐢𝐧γ’
𝐬𝐢𝐧𝛃𝐬𝐢𝐧𝛄 + 𝐜𝐨𝐬β’𝐜𝐨𝐬γ’)。……………﹝1.2﹞ 

當 β=γ且 β’=γ’時，化簡得 α’=𝐜𝐨𝐬−𝟏(�𝐬𝐢𝐧
𝟐𝛃�−(𝐬𝐢𝐧𝟐𝛃’)(𝟏−𝐜𝐨𝐬𝛂)

𝐬𝐢𝐧𝟐𝛃 ) 。……………﹝1.3﹞ 

當 β=β’且 γ=γ’時，化簡得 α’=α……………﹝1.4﹞ 
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一般青少年會毫不猶豫的選擇混搭

（圖 1.2），對正七邊形尤感好奇（圖

1.3）。有人單純的選擇用同種正多邊形

造出一個飛碟（圖 1.4）、一個啞鈴（ 

圖 1.5），有人則開心的用多種正多邊

形做出了一張貓椅（圖 1.6）、一隻蜜

蜂（圖 1.7），作品豐富到連當代藝術

都出現了（圖 1.8），在這實在難以一

次就介紹完畢。

老幾先挑了幾個富含創意的做為代

表（圖 1.9），並開始用低沉的嗓音說：

「它們都是封閉的嗎？」本以為他會誇

獎這些作品一番，沒想到第一句話就讓

大家錯愕。

二、審視作品

每次老幾一出馬，大家便會回神仔細

觀察，但這次實在看不出有任何蹊蹺。

「有縫隙！」老幾提示。

「有嗎？」大家半信半疑。

老幾拿出了兩個由百利智慧片組出

的教具（圖 2.1）與（圖 2.2）問：「它

們有什麼差別？」

結果大家很容易地從操作中發現了

一個現象：三個面的立體角 [ 註 3] 異

圖2.1 圖2.3	

圖2.2	
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「呵！呵！ ^^|||」老幾冷靜一下，繼續賣力的從﹝1.1﹞導出其它可擴充多邊形的度數 α'公

式如下：（圖 2.5） 
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老幾先挑了幾個富含創意的做為代表（圖 1.9），並開始用低沉的嗓音說：「它們都是封閉的
嗎？」本以為他會誇獎這些作品一番，沒想到第一句話就讓大家錯愕。 
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(二)審視作品 

每次老幾一出馬，大家便會回神仔細觀察，但這次實在看不出有任何蹊蹺。 
「有縫隙！」老幾提示。 
「有嗎？」大家半信半疑。 
老幾拿出了兩個由百利智慧片組出的教具（圖 2.1）與（圖 2.2）問：「它們有什麼差別？」 

結果大家很容易地從操作中發現了一個現象：三個面的立體角[3] 異常堅固，不妨稱此為「三面

角的唯一性」，其它超過三個面的立體角則否。 
「這性質可以證明嗎？」聰明的人開始反問。 
老幾寫了一些算式，最後導出：  
已知一三面角組成的角度分別為α、β與γ，則α 角所對之兩面角[4]的度數θ’通式如下（圖2.3）： 
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既然每個兩面角都唯一，結構當然也就堅若磐石了。利用此性質便可將（圖 2.2）加出三面角來，
變成『不動如山』的（圖 2.4）。」老幾說的得意洋洋。 
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「從（1.4）可知（圖2.6）中α’ ＝α ＝

108°……（1.4），既然留下的空間是108°，

就不可能再接正四邊形如（圖1.9-a）

或是正六邊形如（圖1.9-b）。同理（圖

2.7）與（圖2.8）留下的空間也不可能再

接正多邊形，故（圖1.9-c）與（圖1.9- 

d）也是不封閉的。」老幾仍興高采烈的 

說著。

「三面的立體角一定都要是一樣的

正多邊形才可以組合成功嗎？」有人

從失敗的模型中提出一個疑問。

「好問題！讓我們用大家熟悉的足

球 ( 截頂十二面體 ) 來分析看看（圖

2.9）。」老幾當場邊做邊以公式（1.4）

解釋如（圖 2.10），結果證明完全密合。

「所以，不一定全部都要是一樣的正

多邊形才能組合成功。」老幾說完後給

大家一點時間去摸索手邊其它的組合。

在眾多的模型中，老幾特別誇獎（圖

2.11），就在大家的驚豔中，膠帶內黏

的創始者小魏 ( 一位大男生 ) 害羞的

低下頭。

「此公式的 β 與 γ 位置可以互換，

故使用起來非常方便。依此公式可繼

續得出其它的兩面角，既然每個兩面

角都唯一，結構當然也就堅若磐石了。

利用此性質便可將（圖 2.2）加出三面

角來，變成『不動如山』的（圖 2.4） 

。」老幾說的得意洋洋。

「可是這年頭山不太牢靠，一下大雨

就變成土石流耶！」一位同學立刻潑

上一盆冰水。

「呵！呵！」老幾冷靜一下，繼續賣

力的從﹝1.1 ﹞導出其它可擴充多邊形

的度數 α' 公式如下：（圖 2.5）

當β=γ且β’=γ’時，化簡得:

當β=β’且γ=γ’時，化簡得:



最後，經由大家用 Cabri 3D 一網打

盡的驗證後如（圖 3.1），佩服老幾的

不得了。

「將（圖 3.1）中 n ＝5 與 6 與（圖

1.9-e）及（圖 1.9-f）對照一下，便

可知不密合的原因了，『工程』允許有

個誤差範圍，但幾何 ( 理想 ) 不行，

例如 n ＝6 的 :
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[6]」 
 
在大家仍束手無策之際，老幾邊畫圖邊導公式，做了一堆大家看的霧煞煞的圖與式子，推

導出下列公式：（圖 3.1） 

DM�����＝cot(1�0°� )( �
1

 1+cos(��0°� )
 － 12)，其中 3≦n≦11。 

當𝐧≠3時，∠BPC= cos−1(1 − ( 1+2s���1�0°� ���DM�����2−1)2

2 )。 

當𝐧=3時，∠BPC= cos−1(1 − (1−2s���1�0°� ���DM�����2−1)2

2 )。 
最後，經由大家用 Cabri 3D一網打盡的驗證後如（圖 3.1），佩服老幾的不得了。 
「將（圖 3.1）中 n=5與 6與（圖 1.9-e）及（圖 1.9-f）對照一下，便可知不密合的原因了，

『工程』允許有個誤差範圍，但幾何(理想)不行，例如 n=6的cos−1(−�+�√�−2�10−�√�2 )≒92.90°≠90°，

差一點都不行，失之毫釐差之千里。」很少聽到老幾的口氣是如此的堅定。 
 
「不過現實的世界很難盡如人意，例如可用尺規作圖的√2 ，一旦畫出便已有誤差了。代數

將數分為兩類：一為能以有理係數 n 次方程式的解表示之數，稱為『代數數』，例如 √2�  (𝑥�=2)、

�25 + 10√5 (𝑥�-50𝑥2+125=0)﹔另一類為不能以有理係數 n 次方程式的解表示之數，則稱為

『超越數』，例如最近很夯的 π 。不論哪一種『數』計算器皆可用夾擠的方法求出所需的近似
值，這種深具普遍與實用的代數法讓科技一日千里。」這次換老幾佩服的不得了。 

  

「對了！剩下的（圖 1.9-g）可擴充的角度近似值如（圖 3.2），精確值就留給你們當練習吧！
千萬要記得用計算器驗證。還有這個正面、側面與反面皆不一樣的（圖 3.3），不曉得是哪個天
才硬拼起來的，一看就知道有問題，大家也拿來練習解釋看看為什麼不封閉（圖 3.4）?！」 

 
總之，大家學到了不是隨便將一些正多邊形組合起來便可稱為「體」，必須清楚的定義。 
 
「多面體」：空間中由不共面的多邊形所圍成封閉區域的整體，其中不共面的公共邊為其

多面體的「稜」，稜的中點為「稜心」，稜的端點為其多面體的「頂點」，同平面的稜所圍成

的部分稱為「面」，例如（圖 3.5）打圈處為一個面，而非六個面(6×60°=360°)。已知正多邊形
(面)的重心、內心與外心同為一點，未來我們直接稱此點為「面心」，以上這些名詞將會常用
到。 
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『工程』允許有個誤差範圍，但幾何(理想)不行，例如 n=6的cos−1(−�+�√�−2�10−�√�2 )≒92.90°≠90°，

差一點都不行，失之毫釐差之千里。」很少聽到老幾的口氣是如此的堅定。 
 
「不過現實的世界很難盡如人意，例如可用尺規作圖的√2 ，一旦畫出便已有誤差了。代數

將數分為兩類：一為能以有理係數 n 次方程式的解表示之數，稱為『代數數』，例如 √2�  (𝑥�=2)、

�25 + 10√5 (𝑥�-50𝑥2+125=0)﹔另一類為不能以有理係數 n 次方程式的解表示之數，則稱為

『超越數』，例如最近很夯的 π 。不論哪一種『數』計算器皆可用夾擠的方法求出所需的近似
值，這種深具普遍與實用的代數法讓科技一日千里。」這次換老幾佩服的不得了。 

  

「對了！剩下的（圖 1.9-g）可擴充的角度近似值如（圖 3.2），精確值就留給你們當練習吧！
千萬要記得用計算器驗證。還有這個正面、側面與反面皆不一樣的（圖 3.3），不曉得是哪個天
才硬拼起來的，一看就知道有問題，大家也拿來練習解釋看看為什麼不封閉（圖 3.4）?！」 

 
總之，大家學到了不是隨便將一些正多邊形組合起來便可稱為「體」，必須清楚的定義。 
 
「多面體」：空間中由不共面的多邊形所圍成封閉區域的整體，其中不共面的公共邊為其

多面體的「稜」，稜的中點為「稜心」，稜的端點為其多面體的「頂點」，同平面的稜所圍成

的部分稱為「面」，例如（圖 3.5）打圈處為一個面，而非六個面(6×60°=360°)。已知正多邊形
(面)的重心、內心與外心同為一點，未來我們直接稱此點為「面心」，以上這些名詞將會常用
到。 
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面
體

「接三面的 OK 了，可是接四面的像

（圖 1.9-e）會不會因彼此擠壓，最後

自調形成封閉呢？」基童 ( 阿基米德

小神童的簡稱 ) 問道。

「真是個好問題！讓我們做個實驗

模擬看看，（圖 2.12）中當動點 M 改變

時，可接的平面角的度數確實隨即改

變，也就是可擴充的角度是不固定的，

這下又該怎麼辦？」

三、約束變化

「面對不固定的現象，給些限制 ( 條

件 ) 如何？例如（圖 1.9-e）與（圖

1.9-f），我們可依據平衡整體結構

的觀點來設限『所有的擴充角度皆一

樣』，如此便可得到一個固定可擴充的

角度了。[ 註 6]」

在大家仍束手無策之際，老幾邊畫

圖邊導公式，做了一堆大家看的霧煞

煞的圖與式子，推導出下列公式：（圖

3.1）
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的角度近似值如（圖 3.2），精確值就

留給你們當練習吧！千萬要記得用計

算器驗證。還有這個正面、側面與反

面皆不一樣的（圖 3.3），不曉得是哪

個天才硬拼起來的，一看就知道有問

題，大家也拿來練習解釋看看為什麼

不封閉（圖 3.4）?」

總之，大家學到了不是隨便將一些

正多邊形組合起來便可稱為「體」，必

須清楚的定義。

「多面體」：空間中由不共面的多 

邊形所圍成封閉區域的整體，其中不

共面的公共邊為其多面體的「稜」，稜

的中點為「稜心」，稜的端點為其多面 

體的「頂點」，同平面的稜所圍成的

部分稱為「面」，例如（圖 3.5）打圈

處為一個面，而非六個面 (6×60°＝

360°)。已知正多邊形 ( 面 ) 的重心、內

心與外心同為一點，未來我們直接稱此 

點為「面心」，以上這些名詞將會常 

用到。
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「多面體」：空間中由不共面的多邊形所圍成封閉區域的整體，其中不共面的公共邊為其

多面體的「稜」，稜的中點為「稜心」，稜的端點為其多面體的「頂點」，同平面的稜所圍成

的部分稱為「面」，例如（圖 3.5）打圈處為一個面，而非六個面(6×60°=360°)。已知正多邊形
(面)的重心、內心與外心同為一點，未來我們直接稱此點為「面心」，以上這些名詞將會常用
到。 
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[6]」 
 
在大家仍束手無策之際，老幾邊畫圖邊導公式，做了一堆大家看的霧煞煞的圖與式子，推

導出下列公式：（圖 3.1） 

DM�����＝cot(1�0°� )( �
1

 1+cos(��0°� )
 － 12)，其中 3≦n≦11。 

當𝐧≠3時，∠BPC= cos−1(1 − ( 1+2s���1�0°� ���DM�����2−1)2

2 )。 

當𝐧=3時，∠BPC= cos−1(1 − (1−2s���1�0°� ���DM�����2−1)2

2 )。 
最後，經由大家用 Cabri 3D一網打盡的驗證後如（圖 3.1），佩服老幾的不得了。 
「將（圖 3.1）中 n=5與 6與（圖 1.9-e）及（圖 1.9-f）對照一下，便可知不密合的原因了，

『工程』允許有個誤差範圍，但幾何(理想)不行，例如 n=6的cos−1(−�+�√�−2�10−�√�2 )≒92.90°≠90°，

差一點都不行，失之毫釐差之千里。」很少聽到老幾的口氣是如此的堅定。 
 
「不過現實的世界很難盡如人意，例如可用尺規作圖的√2 ，一旦畫出便已有誤差了。代數

將數分為兩類：一為能以有理係數 n 次方程式的解表示之數，稱為『代數數』，例如 √2�  (𝑥�=2)、

�25 + 10√5 (𝑥�-50𝑥2+125=0)﹔另一類為不能以有理係數 n 次方程式的解表示之數，則稱為

『超越數』，例如最近很夯的 π 。不論哪一種『數』計算器皆可用夾擠的方法求出所需的近似
值，這種深具普遍與實用的代數法讓科技一日千里。」這次換老幾佩服的不得了。 

  

「對了！剩下的（圖 1.9-g）可擴充的角度近似值如（圖 3.2），精確值就留給你們當練習吧！
千萬要記得用計算器驗證。還有這個正面、側面與反面皆不一樣的（圖 3.3），不曉得是哪個天
才硬拼起來的，一看就知道有問題，大家也拿來練習解釋看看為什麼不封閉（圖 3.4）?！」 

 
總之，大家學到了不是隨便將一些正多邊形組合起來便可稱為「體」，必須清楚的定義。 
 
「多面體」：空間中由不共面的多邊形所圍成封閉區域的整體，其中不共面的公共邊為其

多面體的「稜」，稜的中點為「稜心」，稜的端點為其多面體的「頂點」，同平面的稜所圍成

的部分稱為「面」，例如（圖 3.5）打圈處為一個面，而非六個面(6×60°=360°)。已知正多邊形
(面)的重心、內心與外心同為一點，未來我們直接稱此點為「面心」，以上這些名詞將會常用
到。 
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差一點都不行，失之毫釐差之千里。」

很少聽到老幾的口氣是如此的堅定。

「不過現實的世界很難盡如人意，

例如可用尺規作圖的 2，一旦畫出便

已有誤差了。代數將數分為兩類：一

為能以整係數 n 次方程式的解表示之

數，稱為『代數數』，例如 :

另一類為扣掉所有代數數所剩下的

數，稱為『超越數』，例如最近很夯的

π。不論哪一種『數』計算器皆可用夾

擠的方法求出所需的近似值，這種深

具普遍與實用的代數法讓科技一日千

里。」這次換老幾佩服的不得了。

「對了！剩下的（圖 1.9-g）可擴充

圖3.3	
圖3.2

圖3.4 圖3.5
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附註

1.	克勞德‧莫內(C.Monet 1840～1926)，法

國印象畫派（Impre-ssionnisme）創立畫家

之一，印象畫派一名來自其作品《印象‧

日出》(Impression: soleil levant)，後人尊

稱「印象主義之父」。

2.一條有觀賞台可以俯視全新竹市的光輝大

道。

3.	立體角：三個(或以上)平面E 1、E 2與

E3(可推廣至En)交於一點O時，可構成一

個未被分割空間的圖形全體。其中包含

了頂點O、E 1與E 2公共點構成的一射線

l12、E 1與E3公共點構成一射線l13、E2與 

E3公共點構成一射線l23。（註圖1）

4.兩面角：令平面E 1與E 2的交線為l，l上

任一點O，過O點在E 1上做OB⊥l，過 O

點在E 2上做OA⊥l，則∠AOB與360°－

∠AOB皆為這二面的兩面角。例如：（註

圖2）平面E 1與 E 2的兩面角為15 0 °或

210°。

 註圖1

5.礙於篇幅，本系列文章所有的公式推導與

一言難盡的證明，未來可能繼續撰寫數篇

續作。老幾教過大家簡單的三角函數與

Cabri　3D軟體，依據他的經驗，三角函

數的基本公式在解立體幾何的問題時，就

非常夠用。

6.三面角的唯一性類似物理上自由度為0的

結構﹔四面角的自由度為1，故在此一個

限制條件即可固定﹔自由度為2的則需兩

個限制條件才可固定﹔其它以此類推。

註圖2

51-12
D

E
C  2012 孟慶台　新竹市虎林國中數學教師

多
面
體


