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第二樂章— 
尋找「正」多面體
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一句定義就可以講完的「多面體」，

老幾竟然可以講成一篇文章。這次是

坊間、網路較常談論的「正多面體」，

他究竟會怎麼扯呢？讓我們繼續看 

下去…… 

一、最對稱的多面體

「妹妹有『正』妹，那多面體也該有

『正』多面體囉！正妹很難定義，因

為各人品味不同，但是正多面體好定

義嗎？」老幾提出一個大家不知道是

不是問題的問題。

「好吧！想像一下：最對稱的『多面

體』應該長成什麼模樣？」這勉強算

是一個問題。

「面是怎樣？頂點、稜又是怎樣？」

基本上這是補充上一個問題。

「面當然是最對稱的正 n 邊形！頂

點至少接三個面，否則拱不起來。」阿

不思 ( 因創造一個卡通人物阿不思而

得此綽號 ) 酷酷的回答。

「說得太好了！」老幾邊稱讚邊拿

出私房模型按順序展示（圖 1.1）。

看到模型，學生們你一言我一語的

描述著模型（圖 1.1-a）是水餃、元寶 

、燒金紙 ( 台語 )。（圖 1.1-b）是鑽 

石、墜子、水晶燈上的吊飾……「是

兩個金字塔！」突然有人冒出這句。

「不，兩個金字塔的是（圖 1.1-c） 

。」彼此修正系統自動啟動。（圖 1.1 
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-d）是流星槌、球、足球，（圖 1.1-e）

是帽子、蒙古包、洩了氣的球。

「如果可以複選，你們覺得誰『最

正』？為什麼？」老幾開始聚焦。

結果大家都同意是（圖 1.1-c）與（圖

1.1-d），理由是它們不管怎麼擺，看

起來都一樣。

「可以說得再精準一點嗎？」

探索中學生們自己討論出「最正」

的多面體具有下列特徵：

1.每面都是由同種的正多邊形所組成，

不一定要正三邊形，例如正立方體。

2. 每一個頂點所接的面數都一樣。「可

是（圖 1.1-d）與（圖 1.1-e）不是都

符合嗎？」老幾故意製造認知衝突。

二、凸多面體

上個單元隨意做模型時，才子阿德

在合併一個以五角錐為頂與五角柱為

身的房子之前，先將屋頂倒過來放置，

這讓老幾想到了一起做為例子問：「阿

德做的（圖 2.1-a）和（圖 2.1-b）

與老師做的（圖 1.1-d）與（圖 1.1-e）

兩組有什麼關係？」

「都是一凹一凸！」

「凹、凸是什麼意思？」

「還記得我們幾何是用性質來研究

的嗎！圖像或實物只是輔佐，所以請

用精簡的語言描述他們！」老幾企圖

說服大家不要怕麻煩，並從過去的經

驗中尋找靈感。

這招果然奏效，有人立刻回憶起上

「正多邊形」單元時，大家曾因為回

答「正多邊形為等邊又等角的多邊

形」，被老幾立刻反問：「（圖 2.2-a）

與（圖 2.2-b）不都是嗎？」。當時討

論的結果是：若無設限「正多邊形」

為凸 [ 註 1]，則會導致「正多邊形的

每一內角」不「唯一」，分別為 108°與

36°。

「數學的『唯一』分兩類：一是自然

的抉擇，例如：最大、最小﹔另一類則

是：約定成俗，例如此例。但人生的『 

唯一』則是個奇妙的體驗，想想看『妳

是我唯一的愛！』……多羅曼蒂克」

老幾常愛亂做連結，難怪同事說他是

個無可救藥的浪漫主義者。

大家推廣多邊形「凹、凸」的定義，

得出凹、凸多面體即為若將把多面體

的任何一個面伸展為平面時，整個多

面體都是在這個平面的同側，這樣的

多面體我們稱為「凸多面體」； 反之

為「凹多面體」（圖 2.3）。
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「因為多面體是封閉的，所以未來

當我們說到兩面角時，指的都是封

閉內部的那個角，例如（圖 2.3）中

∠ AMB ＝ 360°－ 148°。一旦兩面角確

立後，也可用它定義凹、凸如下： 

1.凸多面體⟺它所有的兩面角皆<180°。

2.凹多面體⟺有一兩面角>180°。」

「光是由三角形便可造出無窮多個

凹多面體。」老幾秀出（圖 2.4）繼續

補充。

「凹多面體顯然是個龐雜的家族，

所以未來我們將先專注在凸多面體

上。對了！有個美若天仙的模型不能

不介紹，它是由一條螺旋狀的展開圖

慢慢黏出的空心結構，你們看它是凹

的還是凸的？」老幾小心翼翼地捧出

（圖 2.5）。

在大家「凹」、「凸」聲此起彼落的

回答中，老幾說：「連作者基童本人也

因為上面有一個個凸出的等高錐體便

一直以為它是個凸多面體。」

「原 來 凹 的 也 可 以 做 得 這 麼 圓

啊！」阿不思驚訝地說著（圖 2.5）。

「所以定義清楚，清楚定義，是數

學不動如山的根基啊！」老幾就是愛

山的說。

「有天在（圖2.5）內我聽到一隻蚊子

教授帶著一群蚊子學生說：『若飛到

一個房間的任一點，都能夠看到房間

內其它的任一點，則該房間就是凸多

面體，否則是凹多面體。』我現在飛

到一個頂點內部，快去躲，等一下第

一個被我找到的當鬼。」老幾利用下

課前的幾分鐘製造了一個話題，大家

也樂得聊了起來……「我當鬼要停在

『中心點』，誰也別想躲。」……

「所以飛到凹多面體內可以玩躲貓

貓，但飛到凸多面體內就沒得玩了。」

三、頂點的組態

話說分組做模型時，大家從亂做起

步，做多了有感覺便會想要「設計」

看看，有一組率先設計了一對宛如雙

胞胎的模型（圖 3.1），其他人跟進，

做出了（圖 3.3）與（圖 3.4）。

圖2.4 圖2.5
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「我們該如何將它們的不同說出來

呢？知在心與道出口合稱才是『知

道』。」老幾認為沒有比「數學」更適

合年輕人做「知道」的練習了，因為

數學的本質是如此的單純、無私與富

創意。

「（圖 3.2-a）與（圖 3.2-b）是不是

點出了它們的關鍵，這裡我們不妨先

來個簡稱『頂點組態』即頂點組成的

狀態，包括立體角的面與兩面角等。

在一個由正多邊形所構成的立體角

中，我們可依順時針排列之正多邊形

的邊數為其符號。」

「例如：（圖 3.2-a）中每個頂點組

態皆一樣，若無特別約定，可表示成 ( 

3, 4, 5, 4)、(4, 3, 4, 5) 或 (5,  

4, 3, 4)，未來我們都以最小的數字

起頭，亦即(3, 4, 5, 4)。（圖3.2-b）

則有兩種頂點組態，分別為（3, 4, 5, 

4）與（3, 4, 4, 5）。」老幾心想這個

想法對學生來說太新了，新到難以做

連結，故直接舉例的說。

當學生模仿著老幾的說法時，也發

現了（圖 3.3-a）與（圖 3.4-a）這

兩個頂點組態皆一樣的模型不管怎麼

擺，看起來都一樣。

「這些也很正，算是正多面體嗎？」

有人問。

「如果是，那（圖 3.2-a）要不要一

併納入？……如此一來，結果會有多

少種呢？」……

答案竟然連無限都出來了。

「看樣子大家一時還無法得出每個

人都滿意的答案，所以我們還是先從

組態都是同種的正多邊形開始討論起

吧！」老幾趕緊趁亂收尾。

附註

1.	 把多邊形的每一邊延長時，如果整個多

邊形都是在同側時，這樣的多邊形我們

稱為「凸多邊形」（註圖1）。反之稱為

「凹多邊形」（註圖2）。正多邊形為平

面上等邊且等角的凸多邊形。
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