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第三樂章— 
正多面體的現身

 圖1.3

 圖1.4 

 圖1.2	  

經過上一單元的討論，大家都同意

而且很輕鬆地說出了：

「正多面體」即「每個頂點組態皆

一樣且由同種的正多邊形所組成的

凸多面體」。

「『正多面體』的概念清楚了，那

我們就來實作摸它兩下。」老幾提議。

一、正多面體的構造

實作之前，有位學生不放心的問：

「每個頂點組態都一樣了，還需要說

『凸』嗎？」

「按照我們前面詳細的討論下來是

不用，但一般沒機會說明清楚什麼是

『頂點組態』時，加一個『凸』字可

省掉很多麻煩！」老幾心中膨湃，每

當學生提出想法、點子或帶著衝勁、

傻勁的當下，對他似乎都充滿了一種

神聖之感，神秘的就連當時若巧遇頭

痛也會立即消失無蹤 ( 可憐的老幾常

頭痛 )。

此外，大家在做的過程中也發現了：

符合此定義的只有五種（圖 1.1），

其中 (6, 6, 6) 是一平面拱不起一立

體角，並約定未來以 n 代表正 n 邊形 

的邊數，m 代表每一頂點所接的面數（ 

圖 1.2）。

「可以找到方便別人操作，不要一

個個黏的方法嗎？」老幾一向鼓勵改

良的問。

於是一個個不同方法、形狀的展開

圖出現（圖 1.3），失敗當然是在所難

免，但老幾向來不擔心失敗這件事，

他相信那是加深印象的良機，更是創

意的來源。例如：（圖 1.4）引發他們
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 圖1.8

c ba

研究過：如果正多邊形之間至少要有

一邊相連，而且組合後是封閉的才叫

做「展開圖」的話，則不管展開圖長

成如何，完成模型所需的黏合邊數都

會一樣，換句話說一樣環保。又如：（圖

1.5）少畫了一面，結果阿賢將它變成

了一個正八面體的垃圾桶，迷失的那

片剛好做蓋子。

「不錯的文創點子哦！」老幾讚賞

著說。

最後，目標達成：人手一套正多面

體（圖 1.6）。

「它們絕對是封閉的嗎？」老幾因

深知正多面體未來將擔負繁衍子孫的

重責大任，故要求大家對它們做全身

最嚴格的健康檢查。

大家依據第一樂章的公式（1.4）很

快得出 m ＝ 3 的三個多面體全數通過

檢驗（圖 1.7）m ＝ 4 與 5 的最後也想

到了合理說詞，即分別以前面成立之

三個正多面體的面心為新多面體的頂

點，即可造出皆為等邊長的（圖 1.8） 

，其中（圖 1.8-a）造出的是自己的

縮小版。

「若令面數為 F，則頂點數 V ＝

F×n/m(m 個面共用一個頂點 )，且稜

數 E ＝ F×n/2(2 個面共用一條稜 )，

不用數，而是用特徵 ( 例如：每一個

頂點組態皆一樣 ) 推得，這就是一個

結構有規律的好處。」老幾做了個相較

硬數的策略補充，並提供《表 2.1》。

最後，老幾讚嘆地說：「話說空間中

最對稱 ( 完美 ) 的結構是球，但它光

是求個表面積4πr2就得用到微積分，

還有個『超越數』π，不像正多面體的

表面積 [ 註 1]，由《表 2.1》最下列

可看出它們都是『代數數』！超越數固

然漂亮，但代數數在有限制的情況下

( 必須是方程式的解 ) 反而易於推廣，

所以與正多面體相關的數據都與它 

有關。」
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表2.1

3 
 

中文名稱 正四面體  正六面體  正八面體  正十二面體  正二十面體  

英文名稱 Tetrahedron 
Cube / 

Hexahedron 
Octahedron Dodecahedron Icosahedron 

圖示 

     

頂點組態 (3, 3, 3) (4, 4, 4) (3, 3, 3, 3) (5, 5, 5) (3, 3, 3, 3, 3) 

m 3 3 4 3 5 

n 3 4 3 5 3 

面數 F 4 6 8 12 20 

頂點數 V 4 8 6 20 12 

稜數 E 6 12 12 30 30 

表面積 A √𝟑 6 2√𝟑 𝟑�𝟐𝟓 + 𝟏𝟎√𝟓 𝟓√𝟑 

《表 2.1》 

(二) 正多面體的中心點 

「正多邊形有內切圓與外接圓（圖 2.1），那正多面體會不會也有內切球或外接球呢？若
有，球心在哪？」老幾問。 

在老幾的三字箴言：「為什麼？」的循循善誘下，大家修煉得愈來愈能說善道如（圖 2.2），
至於證明簡述於附註[2]，有興趣的人可以參考。  

  
對於這麼明顯的事，卻費那麼大的功夫證明，大家體會出老幾口中幾何在「堅若磐石」

的根基上，所得到的結論是如何的真確。證明的過程中節外生枝的帶出了： 
1. 如（圖 2.3）的證明也適用於其它的正多面體上（圖 2.4），所以全部的  

OO������=OO������=OO������=r且OM�������=OM�������=OM�������=ρ。 
2. 再由畢氏定理可導出 OV����=OV������=OV������=OV������=R（圖 2.5）。 

 
換句話說，正多面體除了皆有內切球(半徑為 r)與外接球(半徑為 R)外，還有一種過稜中

點的好球 (半徑為 ρ) 存在如（圖 2.6）。從（圖 2.5）知 ΔOV𝑉�為等腰三角形且點𝑀�為底邊中

點，故 𝑂𝑀��⃖������⃗⊥𝑉𝑉������ ，即此球與稜相切於點𝑀�。 
「這顆球與每面相交的圓都是每面的內切圓嗎？」有人發現（圖 2.6）中的暗示。 
「你說呢？」老幾又把球丟回去，讓大家想破頭。 
 
「哈！不就是因為此圓都與每稜只交於一點，所以當然是啦！」老幾說得一派輕鬆。 
「英文稱此球為”midsphere” ，中文該翻譯成『中分球』呢？還是『稜切球』？」 
「當然是『中分球』！」大家想都沒想、忠於直譯不約而同的回答。 
 
「但與稜相切的球，切點一定在稜心嗎？」老幾知道大家剛接觸多面體所知有限，故事
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二、正多面體的中心點

「正多邊形有內切圓與外接圓（圖

2.1），那正多面體會不會也有內切球

或外接球呢？若有，球心在哪？」老

幾問。

在老幾的三字箴言：「為什麼？」的

循循善誘下，大家修煉得愈來愈能說

善道如（圖 2.2），至於證明簡述於附

[ 註 2]，有興趣的人可以參考。 

 圖2.1  圖2.2

a b c d

 圖2.3  圖2.4

對於這麼明顯的事，卻費那麼大的

功夫證明，大家體會出老幾口中幾何

在「堅若磐石」的根基上，所得到的

結論是如何的真確。證明的過程中節

外生枝的帶出了：

如（圖 2.3）的證明也適用於其它

的正多面體上（圖 2.4），所以全部的 
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 圖2.5

 圖2.6

 圖2.7

換句話說，正多面體除了皆有內切

球 ( 半徑為 r) 與外接球 ( 半徑為 R)

外，還有一種過稜中點的好球 ( 半徑

為 ρ) 存在如（圖 2.6）。從（圖 2.5）

知 ΔOVV1 為等腰三角形且點 M1 為底

邊中點，故           ，即此球與稜

相切於點 M1。

「這顆球與每面相交的圓都是那個

面的內切圓嗎？」有人發現（圖 2.6）

中的暗示。

「你說呢？」老幾又把球丟回去，讓

大家想破頭。

「哈！不就是因為此圓都與每稜只

交於一點，所以當然是啦！」老幾說

得一派輕鬆。

「英文稱此球為“midsphere”，中

文該翻譯成『中分球』呢？還是『稜

切球』？」

「當然是『中分球』！」大家想都沒

想、忠於直譯不約而同的回答。

「但與稜相切的球，切點一定在稜

心嗎？」老幾知道大家剛接觸多面體

所知有限，故事先已備妥了（圖 2.7），

一看大家便知答案為否。

「我們正式約定『與多面體每稜相

切的球』稱為『稜切球』好嗎？」老幾

宣稱。

「所以正多面體的『稜切球』必與

稜相切於稜心，但有些多面體則否。」

阿不思的一個附和。

三、正多面體的重要公式

由第一樂章提到的 (1.1) 公式，老

幾劈哩啪啦的用 n 與 m 整合出五個正

多面體的兩面角 Θ 公式： 

「哈！有了 Θ，我們才能真正的將

正多面體以正多邊形 ( 無厚度 ) 一片

一片的組合出來。」

5 
 

1. Θ = 𝐜𝐨𝐬−𝟏(1- 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐(𝟏𝟖𝟎°
𝐦 )

𝐬𝐢𝐧𝟐(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )

)。……………〔2.1〕 

 
「哈！有了 Θ，我們才能真正的將正多面體以正多邊形(無厚度)一片一片的組合出來。」 

接著老幾又利用 n、m與𝚯，並令𝐤𝟏= �−���𝚯�+���𝚯 ，又整理出了一堆公式如下：（圖 3.1） 

2. r=OO������= 𝟏𝟐cot(
𝟏𝟖𝟎°
𝐧 ) �𝐤𝟏。……………〔2.2〕 

3. R=OV����= 𝟏
𝟐𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟖𝟎°

𝐧 )
�𝐜𝐨𝐬𝟐 �𝟏𝟖𝟎°

𝐧 �𝐤𝟏 + 𝟏。……………〔2.3〕 

4. ρ=OM�������=𝐜𝐨𝐭(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )�� 𝟏

𝟐(𝟏+𝐜𝐨𝐬𝚯)�。……………〔2.4〕 

5. 𝐎𝟏𝐎𝟐�������=cot(
𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )

𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟖𝟎°
𝐦 )

𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )
。……………〔2.5〕 

6. α=∠O�OO�=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐦 �

𝐬𝐢𝐧𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �

− 𝟏� ……………〔2.6〕 

7. β=∠V�OV�=𝐜𝐨𝐬−𝟏(𝟏 −  𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �

𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏+𝟏

)……………〔2.7〕 

8. γ=∠M�OM�=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 �𝟏𝟖𝟎°
𝐧 � (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝚯)�……………〔2.8〕 

9. ν=∠O�OV=𝐜𝐨𝐬−𝟏( � 𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏+𝟏

 )……………〔2.9〕 

 
當大家埋怨老幾幹嘛將公式弄的那麼複雜時，發現只需輸入 n與 m的值後，圖形、圖形

的實測值與公式值立刻改變，真是方便無比，比對之下還真是鐵證如山（圖 3.1）。最後，買
九送一再補上一個算是開刊誌慶。 

 
10. 體積 V=面數×正 n角錐的體積，其中正 n角錐的高為 r（圖 3.2）， 

由公式〔2.2〕得正 n角錐的體積= 𝐧𝟐𝟒 𝐜𝐨𝐭
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10. 體積 V=面數×正 n角錐的體積，其中正 n角錐的高為 r（圖 3.2）， 

由公式〔2.2〕得正 n角錐的體積= 𝐧𝟐𝟒 𝐜𝐨𝐭
𝟐(𝟏𝟖𝟎°

𝐧 ) � �−���𝚯�+���𝚯。 

 
以上的公式大家若嫌帶值麻煩，可參考《表 2.2》，老幾已貼心地為大家設想到了，並說：

「表中 α、β與 ν列呼應了（圖 1.8），γ列成雙一樣倒是十分有趣，但這些巧合有什麼價值呢？」 

 

5 
 

1. Θ = 𝐜𝐨𝐬−𝟏(1- 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐(𝟏𝟖𝟎°
𝐦 )

𝐬𝐢𝐧𝟐(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )

)。……………〔2.1〕 

 
「哈！有了 Θ，我們才能真正的將正多面體以正多邊形(無厚度)一片一片的組合出來。」 

接著老幾又利用 n、m與𝚯，並令𝐤𝟏= �−���𝚯�+���𝚯 ，又整理出了一堆公式如下：（圖 3.1） 

2. r=OO������= 𝟏𝟐cot(
𝟏𝟖𝟎°
𝐧 ) �𝐤𝟏。……………〔2.2〕 

3. R=OV����= 𝟏
𝟐𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟖𝟎°

𝐧 )
�𝐜𝐨𝐬𝟐 �𝟏𝟖𝟎°

𝐧 �𝐤𝟏 + 𝟏。……………〔2.3〕 

4. ρ=OM�������=𝐜𝐨𝐭(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )�� 𝟏

𝟐(𝟏+𝐜𝐨𝐬𝚯)�。……………〔2.4〕 

5. 𝐎𝟏𝐎𝟐�������=cot(
𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )

𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟖𝟎°
𝐦 )

𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )
。……………〔2.5〕 

6. α=∠O�OO�=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐦 �

𝐬𝐢𝐧𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �

− 𝟏� ……………〔2.6〕 

7. β=∠V�OV�=𝐜𝐨𝐬−𝟏(𝟏 −  𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �

𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏+𝟏

)……………〔2.7〕 

8. γ=∠M�OM�=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 �𝟏𝟖𝟎°
𝐧 � (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝚯)�……………〔2.8〕 

9. ν=∠O�OV=𝐜𝐨𝐬−𝟏( � 𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏+𝟏

 )……………〔2.9〕 

 
當大家埋怨老幾幹嘛將公式弄的那麼複雜時，發現只需輸入 n與 m的值後，圖形、圖形

的實測值與公式值立刻改變，真是方便無比，比對之下還真是鐵證如山（圖 3.1）。最後，買
九送一再補上一個算是開刊誌慶。 

 
10. 體積 V=面數×正 n角錐的體積，其中正 n角錐的高為 r（圖 3.2）， 

由公式〔2.2〕得正 n角錐的體積= 𝐧𝟐𝟒 𝐜𝐨𝐭
𝟐(𝟏𝟖𝟎°

𝐧 ) � �−���𝚯�+���𝚯。 

 
以上的公式大家若嫌帶值麻煩，可參考《表 2.2》，老幾已貼心地為大家設想到了，並說：

「表中 α、β與 ν列呼應了（圖 1.8），γ列成雙一樣倒是十分有趣，但這些巧合有什麼價值呢？」 

 

5 
 

1. Θ = 𝐜𝐨𝐬−𝟏(1- 𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐(𝟏𝟖𝟎°
𝐦 )

𝐬𝐢𝐧𝟐(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )

)。……………〔2.1〕 

 
「哈！有了 Θ，我們才能真正的將正多面體以正多邊形(無厚度)一片一片的組合出來。」 

接著老幾又利用 n、m與𝚯，並令𝐤𝟏= �−���𝚯�+���𝚯 ，又整理出了一堆公式如下：（圖 3.1） 

2. r=OO������= 𝟏𝟐cot(
𝟏𝟖𝟎°
𝐧 ) �𝐤𝟏。……………〔2.2〕 

3. R=OV����= 𝟏
𝟐𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟖𝟎°

𝐧 )
�𝐜𝐨𝐬𝟐 �𝟏𝟖𝟎°

𝐧 �𝐤𝟏 + 𝟏。……………〔2.3〕 

4. ρ=OM�������=𝐜𝐨𝐭(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )�� 𝟏

𝟐(𝟏+𝐜𝐨𝐬𝚯)�。……………〔2.4〕 

5. 𝐎𝟏𝐎𝟐�������=cot(
𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )

𝐜𝐨𝐬(𝟏𝟖𝟎°
𝐦 )

𝐬𝐢𝐧(𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )
。……………〔2.5〕 

6. α=∠O�OO�=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐦 �

𝐬𝐢𝐧𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �

− 𝟏� ……………〔2.6〕 

7. β=∠V�OV�=𝐜𝐨𝐬−𝟏(𝟏 −  𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �

𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏+𝟏

)……………〔2.7〕 

8. γ=∠M�OM�=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 �𝟏𝟖𝟎°
𝐧 � (𝟏 + 𝐜𝐨𝐬𝚯)�……………〔2.8〕 

9. ν=∠O�OV=𝐜𝐨𝐬−𝟏( � 𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏

𝐜𝐨𝐬𝟐�𝟏𝟖𝟎°
𝐧 �𝐤𝟏+𝟏

 )……………〔2.9〕 

 
當大家埋怨老幾幹嘛將公式弄的那麼複雜時，發現只需輸入 n與 m的值後，圖形、圖形

的實測值與公式值立刻改變，真是方便無比，比對之下還真是鐵證如山（圖 3.1）。最後，買
九送一再補上一個算是開刊誌慶。 

 
10. 體積 V=面數×正 n角錐的體積，其中正 n角錐的高為 r（圖 3.2）， 

由公式〔2.2〕得正 n角錐的體積= 𝐧𝟐𝟒 𝐜𝐨𝐭
𝟐(𝟏𝟖𝟎°

𝐧 ) � �−���𝚯�+���𝚯。 

 
以上的公式大家若嫌帶值麻煩，可參考《表 2.2》，老幾已貼心地為大家設想到了，並說：
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中文名稱 正四面體  正六面體  正八面體  正十二面體  正二十面體  

英文名稱 Tetrahedron 
Cube / 

Hexahedron 
Octahedron Dodecahedron Icosahedron 

圖示 

     

頂點組態 (3, 3, 3) (4, 4, 4) (3, 3, 3, 3) (5, 5, 5) (3, 3, 3, 3, 3) 

m 3 3 4 3 5 

n 3 4 3 5 3 

面數 F 4 6 8 12 20 

頂點數 V 4 8 6 20 12 

稜數 E 6 12 12 30 30 

表面積 A √𝟑 6 2√𝟑 𝟑�𝟐𝟓 + 𝟏𝟎√𝟓 𝟓√𝟑 

《表 2.1》 

(二) 正多面體的中心點 

「正多邊形有內切圓與外接圓（圖 2.1），那正多面體會不會也有內切球或外接球呢？若
有，球心在哪？」老幾問。 

在老幾的三字箴言：「為什麼？」的循循善誘下，大家修煉得愈來愈能說善道如（圖 2.2），
至於證明簡述於附註[2]，有興趣的人可以參考。  

  
對於這麼明顯的事，卻費那麼大的功夫證明，大家體會出老幾口中幾何在「堅若磐石」

的根基上，所得到的結論是如何的真確。證明的過程中節外生枝的帶出了： 
1. 如（圖 2.3）的證明也適用於其它的正多面體上（圖 2.4），所以全部的  

OO������=OO������=OO������=r且OM�������=OM�������=OM�������=ρ。 
2. 再由畢氏定理可導出 OV����=OV������=OV������=OV������=R（圖 2.5）。 

 
換句話說，正多面體除了皆有內切球(半徑為 r)與外接球(半徑為 R)外，還有一種過稜中

點的好球 (半徑為 ρ) 存在如（圖 2.6）。從（圖 2.5）知 ΔOV𝑉�為等腰三角形且點𝑀�為底邊中

點，故 𝑂𝑀��⃖������⃗⊥𝑉𝑉������ ，即此球與稜相切於點𝑀�。 
「這顆球與每面相交的圓都是每面的內切圓嗎？」有人發現（圖 2.6）中的暗示。 
「你說呢？」老幾又把球丟回去，讓大家想破頭。 
 
「哈！不就是因為此圓都與每稜只交於一點，所以當然是啦！」老幾說得一派輕鬆。 
「英文稱此球為”midsphere” ，中文該翻譯成『中分球』呢？還是『稜切球』？」 
「當然是『中分球』！」大家想都沒想、忠於直譯不約而同的回答。 
 
「但與稜相切的球，切點一定在稜心嗎？」老幾知道大家剛接觸多面體所知有限，故事

正
多
面
體
的
現
身
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接著老幾又利用 n、m 與 Θ，並令

k 1 ＝ (1-cosΘ)/(1+cosΘ)，又整理

出了一堆公式如：（圖 3.1）

當大家埋怨老幾幹嘛將公式弄的那

麼複雜時，發現只需輸入 n 與 m 的值

後，圖形、圖形的實測值與公式值立

刻改變，真是方便無比，比對之下還

真是鐵證如山（圖 3.1）。最後，買九

送一再補上一個算是刊登誌慶。
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由公式〔2.2〕得正 n 角錐的體積＝

以上的公式大家若嫌帶值麻煩，可

參考《表 2.2》，老幾已貼心地為大家

設想到了，並說：「表中 α、β 與 ν

列呼應了（圖 1.8），γ 列成雙一樣倒

是十分有趣，但這些巧合有什麼價值

呢？」
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𝐧 )

)。……………〔2.1〕 
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接著老幾又利用 n、m與𝚯，並令𝐤𝟏= �−���𝚯�+���𝚯 ，又整理出了一堆公式如下：（圖 3.1） 
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當大家埋怨老幾幹嘛將公式弄的那麼複雜時，發現只需輸入 n與 m的值後，圖形、圖形

的實測值與公式值立刻改變，真是方便無比，比對之下還真是鐵證如山（圖 3.1）。最後，買
九送一再補上一個算是開刊誌慶。 
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以上的公式大家若嫌帶值麻煩，可參考《表 2.2》，老幾已貼心地為大家設想到了，並說：

「表中 α、β與 ν列呼應了（圖 1.8），γ列成雙一樣倒是十分有趣，但這些巧合有什麼價值呢？」 

 

體積 V= 面數 × 正 n 角錐的體積

其中正n角錐的高為r（圖3.2），
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（圖 3.1） 

（圖 3.2）    
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名稱 
正四面體  正六面體  正八面體  正十二面體  正二十面體  

Θ 𝐜𝐨𝐬−𝟏(𝟏𝟑) 90° 𝐜𝐨𝐬−𝟏(−𝟏 
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𝟓 ) 𝐜𝐨𝐬−𝟏(−√𝟓 
𝟑 ) 

r √𝟔
𝟏𝟐 

𝟏
𝟐 √𝟔

𝟔  
�𝟐𝟓𝟎 + 𝟏𝟏𝟎√𝟓

𝟐𝟎  
𝟑√𝟑 + √𝟏𝟓 

𝟏𝟐  

R √𝟔
𝟒  

√𝟑
𝟐  

√𝟐
𝟐  

√𝟏𝟓 + √𝟑
𝟒  

�𝟏𝟎 + 𝟐√𝟓
𝟒  

ρ √𝟐
𝟒  

√𝟐
𝟐  

𝟏
𝟐 𝟑 + √𝟓

𝟒  
𝟏 + √𝟓

𝟒  

𝐎𝟏𝐎𝟐������� 
𝟏
𝟑 √𝟐

𝟐  
√𝟐
𝟑  

𝟓 + 𝟑√𝟓
𝟏𝟎  

𝟏 + √𝟓
𝟔  

α 𝐜𝐨𝐬−𝟏 �−  𝟏𝟑� 𝐜𝐨𝐬−𝟏( 𝟎) 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � 𝟏𝟑� 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � √𝟓 
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β 𝐜𝐨𝐬−𝟏 �−  𝟏𝟑� 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � 𝟏𝟑� 𝐜𝐨𝐬−𝟏( 𝟎) 𝐜𝐨𝐬−𝟏( √𝟓𝟑 ) 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � √𝟓 
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γ 90° 60° 60° 36° 36° 

ν 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � 𝟏 
𝟑� 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � √𝟑𝟑 � 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � √𝟑 

𝟑 � 𝐜𝐨𝐬−𝟏

⎝

⎛
��𝟕𝟓 + 𝟑𝟎√𝟓�) 

𝟏𝟓  

⎠

⎞ 𝐜𝐨𝐬−𝟏

⎝

⎛
��𝟕𝟓 + 𝟑𝟎√𝟓�) 

𝟏𝟓  

⎠

⎞ 

V √𝟐
𝟏𝟐  1 √𝟐

𝟑  
𝟏𝟓 + 𝟕√𝟓

𝟒  
𝟏𝟓 + 𝟓√𝟓

𝟏𝟐  

《表 2.2》  

附註 

[1] 正多面體的表面積A=面數×正n邊形的面積，其中若邊長為1時，正n邊形的面積為 𝐧𝟒 𝐜𝐨𝐭(
𝟏𝟖𝟎°
𝐧 )。 

表2.2

正
多
面
體
的
現
身
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[2] 茲因讀者們在國中學到三角形的全等時，可能曾懷疑過學這些有什麼用，故舉此為例，表達它
們在探討結構上所不可或缺的地位，證明如下： 
(1) 如（圖 2.2-a）， 在頂點的立體角中，面心分別為點O�、點O�與點O�，稜心為點M�、點M�與點

M�，則O�M��������=O�M��������=O�M��������=O�M��������=O�M��������=O�M��������。 
(2) 在點O�、點O�與點M�的面(三點必共面)上如（圖 2.2-b）造點 O，並用 RHS全等性質可得

出 ΔOO�M�≅ΔOO�M�，故∠O�M�O=∠O�M�O=��Θ。(Θ=兩面角)……(a) 

同理，如（圖 2.2-c）造點 O’，得 ΔO′O�M�≅ΔO′O�M�，∠O�M�O′=∠O�M�O′=
�
�Θ。……(b) 

(3) 由上述(a)與(b)可得∠O�M�O=∠O�M�O′，再根據 ASA全等性質如（圖 2.2-d）可知
ΔOO�M�≅ΔO′O�M�，故OO������=O′O�������，即點 O與點 O’重疊。 
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	 同理，如（圖2.2-c）造點O’，得:

 

	 由上述 (a) 與 (b) 可得：

	 再根據ASA全等性質如（圖2.2-d 

）可知：

	 即點 O 與點 O’重疊。

附註

1.	正多面體的表面積A=面數×正n邊形

的面積，其中若邊長為1時，正n邊

形的面積為            

2.	 茲因讀者們在國中學到三角形的

全等時，可能曾懷疑過學這些有

什麼用，故舉此為例，表達它們

在探討結構上所不可或缺的地

位，證明如下：

	 如（圖 2.2-a）， 在頂點的立體角

中，面心分別為點 O 1、點 O 2 與點

O3，稜心為點 M 1、點 M 2 與點 M3， 

則 :

	 在點 O1、點 O2 與點 M1 的面 ( 三點

必共面 ) 上如（圖 2.2-b）造點 O，

並用 RHS 全等性質可得出 :

	  

 ”

‘‘ 話說空間中最對稱完美的結構是球，但它光是求個表面積4πr2

就得用到微積分，還有個『超越數』π，不像正多面體的表面積 

[註1]，由《表2.1》最下列可看出它們都是『代數數』！超越數固

然漂亮，但代數數在有限制的情況下反而易於推廣，所以與正多

面體相關的數據都與它有關。

孟慶台　新竹市虎林國中數學教師
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（圖 3.1） 

（圖 3.2）    
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√𝟑
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√𝟏𝟓 + √𝟑
𝟒  

�𝟏𝟎 + 𝟐√𝟓
𝟒  

ρ √𝟐
𝟒  
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𝟐  

𝟏
𝟐 𝟑 + √𝟓
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𝟏 + √𝟓

𝟒  

𝐎𝟏𝐎𝟐������� 
𝟏
𝟑 √𝟐

𝟐  
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𝟑  

𝟓 + 𝟑√𝟓
𝟏𝟎  

𝟏 + √𝟓
𝟔  
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𝟓 � 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � √𝟓 
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𝟑� 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � √𝟑𝟑 � 𝐜𝐨𝐬−𝟏 � √𝟑 

𝟑 � 𝐜𝐨𝐬−𝟏

⎝
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