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文‧圖／孟慶台

第四樂章— 
　自然界僅次於球的 
　對稱結構為何？

「正多面體還有什麼特別之處？」

有人轉動著自製的一套模型問。

「你們聽過『剛體變換』嗎？」老幾

想要了解大家的先備知識。結果大家

只聽過「變形金鋼」，於是老幾只好全

面開講，洩漏了他在 Cabri 3D 上一網

打盡的秘方。 

一、空間中的幾何變換

(一)「剛體變換」即一種只改變物體

的位置和方向的一種變換，變換後其

形狀、角度、長度、面積與體積等都

不會改變，剛體變換可分為五種：

1.平移：將物件的每個點向同一個方

向且等距的移動稱之。

2.旋轉：如（圖1.1）已知有一旋轉

軸ln與ln外一點V
1
，將點V 1對l n旋轉

360°/n，即在過點V1垂直ln的平面

上做360°/n面的旋轉。若依序將點

V1旋轉360°/n可得點V2、V3、……、

Vn，並形成一正n邊形，此時ln垂直

正n邊形於面心點O1。同理可旋轉一

物件，例如若有另一軸l，則我們

可以l為旋轉軸將正n邊形從點V1旋 

轉至點V11。

3.	中心對稱：若以點O為中心對稱點，

將點Vi對稱至點V2i(i＝1、2、…… 

、n)如（圖1.2），其中滿足點O、

Vi與V2i皆共線且OV＝OV2i稱之。

4.	面反射：若面E將點V 3i對應至點

V3i(i＝1、2、……、n)如（圖1.3 

），其中滿足面E為所有ViV3i的中垂

面稱之，同時此面E稱為兩圖形(物

件)之對稱面。
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「每個中心對稱的圖形都有個中心

點，不是中心對稱的圖形就沒有中心

點，對嗎？！」阿不思猶豫的回答。

「任一平行四邊形都有個中心點如

（圖 2.1），它不見得是什麼圓的圓心 

，但確確實實的是讓整個圖形中心對

稱的中心點。（圖 2.2）為兩對邊皆平

行的六邊形，從圖中我們可以很容易

的判斷出它非中心對稱，但它就因此

沒有中心點了嗎？」老幾似乎贊同的

反問。

「若是，過去我們所說的正 n 邊形

都有中心點，不就矛盾了嗎？因為正 n

邊形若 n 為偶數時，都是中心對稱圖

形（圖 2.3），但 n 為奇數時，便不是

了（圖 2.4）。」小魏難得加入戰場發表

意見。

「所以，有沒有『中心點』端看我們

如何定義它，若不嚴格的要求一定要

『等』距或『等』什麼的話，我們以『 

重心 ( 質量中心 )』為中心點，如此每

個圖形或結構都會有一個中心點。故

單看正 n 邊形時，重心即為中心點，

但若討論的是正多面體時，則正多邊

形的『中心點』便需讓位改稱為『面心』

了。」老幾以合理性來解釋中心點，並

不忘的補充說道他號稱為名言的：「真

理都是合理的！」

5.軸反射：若一直線l，將點V4i對稱

至點V4i(i=1、2、……、n)如（圖

1.4），其中滿足l為所有ViV4i的中

垂線稱之，同時此直線l稱為兩圖形

(物件)之對稱軸。

二、「非剛體」的變換則有縮放與反演

1.縮放：以點O為中心的等比例放大或

縮小的變換，變換後仍保持形狀與

夾角度數不變。若令變換的比值為

k，則邊長會放縮k倍，面積會放縮

k2倍，體積則會放縮k3倍。

2.反演：即給定點O(或球心)、常數

r(或球半徑)，點P的反演變換即將

點P對應到OP上的一點P'，其中滿足

|OP| × |OP'| = r2 。

	 例如：過點O的圓反演可得不過點O

的直線如（圖1.5）﹔不過點O的圓則

反演出不過點O的圓如（圖1.6）﹔

不過點O的球反演的結果還是不過 

點O的如（圖1.7）﹔以點O為球心的

球反演則得出仍以點O為球心的球如

（圖1.8）。反演從定義很容易看出

全部可反向操作。

二、中心點與中心對稱的關係

「中心點與中心對稱到底有什麼關

係？」老幾問。
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 圖3.1  圖3.2

 圖3.5

 圖3.3

 圖2.5  圖2.6

 圖3.4

a b c

「有哪些正多面體是中心對稱的結

構呢？」老幾回到主題繼續問。

大家不難從觀察中看出正四面體（圖

2.5）非中心對稱結構，其它則都是（ 

圖 2.6）。

「按照前面說的，正四面體雖非中

心對稱結構，但仍可保有中心點，就

是那個內切球與外接球的球心！」阿

不思信心十足的說。

三、正十二面體的對稱面、 

　　旋轉軸與反射軸

「正多邊形有對稱軸，那正多面體會

不會也有對稱面呢？」這次換阿德舉一

反三了。

大家討論的結果：以（圖 3.1）只用

三張圖就細說了「正十二面體的對稱

面 E1 存在」最為清楚。在簡潔與不致

混淆下，老幾說服大家未來若說對稱

面，皆指（圖 3.2）中的多邊形 E1。

「O1On 一定會過點 O嗎（圖 3.2）？」老

幾故意將點O畫歪，不放過任何細節。

這麼明顯的事實又讓大家討論了一陣

子，有一組參考《表 2.2》，並在老幾

的協助下終於計算出 cos(α+β+2ν)

＝ -1，證明了∠ O1OOn ＝ 180°。

「不過這裡其實是不需要用到代數

的。哈！不就是因為點 O 在每個對稱

面上，故會在它們的交集上（圖 3.3） 

，即 O1On=ln 上。」老幾傳授一招：將

平面問題跳入空間來看。

「ln 是一條旋轉軸嗎？」有人注意

到老幾心坎裡的下一個問題。
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 圖4.1

 圖4.2  圖4.3

 圖4.6

 圖4.4  圖4.5

a a

b b

 圖4.7

 圖4.8

又是一陣作圖與討論：果然是如（圖

3.4-a）	！其它還找出了兩條旋轉軸 lm

與 ls（圖 3.4），其中 ls 可將對稱面

旋轉 180°後重疊（圖 3.4-c），所以 ls

型亦為鏡射軸。但 ln 與 lm 則將 E1 鏡

射後得（圖 3.5），故非為鏡射軸。

四、推廣正十二面體至 

　　其它多面體

將以上對正十二面體的討論如法炮

製，整理可得（圖 4.1）至（圖 4.5）。

全部的對稱面繪出如（圖 4.6），全

部的旋轉軸繪出如（圖4.7）。（圖4.8）

至（圖 4.10）則依序為從一 ln 型、 lm

型與 ls 型旋轉軸的正上方往下看時，

所投影出的鳥瞰圖。

「正多面體的對稱面分別共有幾個？」 

老幾將（圖 4.6）變成了一個數數問題。

「不能純欣賞嗎？」大家頓時感到它

們從美麗動人，一下變成了眼花撩亂。

數對稱面沒有想像中的容易，需分析

如下：

1.	正四面體一條稜對應一個對稱面如

（圖4.1），故有6個。

2.	正六面體的對稱面有兩種如（圖

4.2），(a)每四個稜心有一個，故有

12/4＝3。(b)每兩條稜即有一個，即 

12/2＝6，所以加起來共9個。

3.	正八面體的對稱面也有兩種如（圖

4.3），(a)每過兩個稜心有一個，故有
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 圖4.9

 圖4.10
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（圖 4.9） 

  
   

（圖 4.10） 

 
名稱 正四面體  正六面體  正八面體  正十二面體  正二十面體  

總對稱面數 6 9 9 15 15 

  3(a) 6(b) 6(a) 3(b)   

𝐥𝐧 2 3 4 6 10 

𝐥𝐦 2 4 3 10 6 

𝐥𝐬(對稱軸數) 3 6 6 15 15 

總旋轉軸數 7 13 13 31 31 

總鏡射軸數 3 9 9 15 15 

《表 2.3》 
 

(五) 兩支三對 

「從（圖 5.1）知每對的外正多面體的內切球與內正多面體的外接球重疊，除此之外每對
還有什麼可重疊的？」老幾開始拉關係，但這次大家真的被老幾打敗。 

「對稱面不是嗎？」老幾提示。大家看得很痛苦，必須秀出（圖 5.2）將整體與剖面對照
一起看才勉強好些[1]。 

 
「若以點 O為放縮中心將內部的正多面體放大時，內部的稜心一定會與外部的稜心重疊

如（圖 5.3）嗎？」 

「會！因為《表 2.1》中正十二面體與正二十面體的稜數相等，再加上《表 2.2》中正十
二面體與正二十面體的 γ列值相等。」聰明的姍姍犀利的回答，其它兩對也恰如此 。 

「說得好！當內與外的稜心重合時，會有什麼事發生？」老幾讚賞的繼續問。 
「共稜切球！」大家竟然搶答。 

 
「你們還看到了什麼？」老幾秀出（圖 5.4）。 

 表2.3

12/2＝6，(b)過四條稜的有一個，即

12/4＝3，所以加起來也是共9個。

4.	正十二面體每兩條稜對應一個對稱

面如（圖4.4），故有30/2＝15個。

同理，正二十面體也有30/2＝15個

（圖4.5）。

「正多面體的旋轉軸分別共有幾

條？」老幾一不作二不休的追問（圖

4.7）。

這下又是從萬丈光芒，一下淪落成

了萬箭穿心 ( 哈！其實每條軸真的還

都直指中心點 )。

有圖輔佐倒是不難得出旋轉軸非萬

條：ln 型的有面數 /2 條，lm 型的有頂

點數 /2 條，ls 型的條數有稜數 /2 條 

。為了公式的一致性，將正四面體相

同的 ln 與 lm 拆開來數亦無妨。

「哈！還有鏡射軸各又有幾條？」老

幾打破砂鍋的問到底。

如（圖 3.4-c）的討論，得：ls 型的

皆為鏡射軸，此外正六面體的 ln 型與

正八面體的 lm 型亦為鏡射軸，其它的

旋轉軸則都如（圖 3.5）的討論非為

鏡射軸。終於，大家將以上分析出來

的個數整理成《表 2.3》。

五、兩支三對

「從（圖 5.1）知每對的外正多面

體的內切球與內正多面體的外接球

重疊，除此之外每對還有什麼可重疊

的？」老幾開始拉關係，但這次大家

真的被老幾打敗。

「對稱面不是嗎？」老幾提示。大

家看得很痛苦，必須秀出（圖 5.2）

將整體與剖面對照一起看才勉強好些[ 

註 1]。
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 圖5.1

 圖5.4

 圖5.2  圖5.3

「若以點 O 為放縮中心將內部的正

多面體放大時，內部的稜心一定會與

外部的稜心重疊如（圖 5.3）嗎？」

「會！因為《表 2.1》中正十二面

體與正二十面體的稜數相等，再加上《 

表 2.2》中正十二面體與正二十面體

的 γ 列值相等。」聰明的姍姍犀利的

回答，其它兩對也恰如此。

「說得好！當內與外的稜心重時，

會有什麼事情發生？」老幾讚賞的繼

續問。

「共稜切球！」大家竟然搶答。

「你們還看到了什麼？」老幾秀出

（圖 5.4）。

「相交的兩稜互相垂直！」線索好

明顯。

面對如此美妙的一致性，再次激起

了年輕人的好奇心，結果產生出一個

精簡漂亮的證明 [ 註 2]。並由此可推

知原來（圖 5.5）內暗藏一個以稜心

為原點的直角坐標系！同理也適用其

它對。

「正十二面體與正二十面體皆有 15

個對稱面，大家不妨想想有超過 15

個對稱面的多面體或任何結構嗎？若

無！『它們』就榮登自然界次對稱結

構的寶座了 ( 僅次於球 )，這是個了

不起的地位啊！」老幾讚嘆的說。
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 圖5.6

孟慶台　新竹市虎林國中數學教師

 ”

‘‘有沒有『中心點』端看我們如何定義它， 

若不嚴格的要求一定要『等』距或『等』 

什麼的話，我們以『重心(質量中心)』為中心

點，如此每個圖形或結構都會有一個中心點。

 圖5.7
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隨即又想到：「既然『它們』如此勢

均力敵，若讓它們各領風騷帶出兩支，

例如：做出了 m ＝ 3 的（圖 5.6）就

等於做出了 n ＝ 3 的（圖 5.7），勢必

將能簡化正多面體後續的發展。」

「還有『稜切球』與『反演』介紹

了半天到底有什麼用呢？下期再說

吧！」聽到最後一句，大家直呼老幾

英明，萬歲萬萬歲。

附註

1.	若能在電腦3D軟體上隨意旋轉的

看，就更加清楚了。

2.	簡述證明如下：

	 (1)如（圖5.5）中 

	 且正十二面體與正二十面體的

	 所以由SAS全等性質可知四個三角

形全等，故:

	 (2)又因相交兩線必共面，故:

	 V1VV2V為菱形，得對角線互相垂

直平分。

 圖5.5
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[1] 若能在電腦 3D軟體上隨意旋轉的看，就更加清楚了。 
[2] 簡述證明如下： 

(1) 如（圖 5.5）中 ΔVOV1、ΔV1OV’、ΔV’OV2與 ΔV2OV，因為OV����=OV′�����，OV1�����=OV2�����且正十二面體

與正二十面體的 ν=∠VOV1=∠V1OV’=∠V’OV2=∠V’OV2=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �
��𝟕𝟓+𝟑𝟎√𝟓�) 

𝟏𝟓
 �《表 2.2》，所

以由 SAS全等性質可知四個三角形全等，故VV1�����=V1V′������=V′V2������=V2V�����。 
(2) 又因相交兩線必共面，故V1VV2V’為菱形，得對角線互相垂直平分。 
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與正二十面體的 ν=∠VOV1=∠V1OV’=∠V’OV2=∠V’OV2=𝐜𝐨𝐬−𝟏 �
��𝟕𝟓+𝟑𝟎√𝟓�) 

𝟏𝟓
 �《表 2.2》，所

以由 SAS全等性質可知四個三角形全等，故VV1�����=V1V′������=V′V2������=V2V�����。 
(2) 又因相交兩線必共面，故V1VV2V’為菱形，得對角線互相垂直平分。 
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