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動手做幾何

本期的數學主題是「動手做幾何」，收在此處的

三篇文章，從材料的角度看並不集中，即它們並沒有

圍繞著一個材料的主題來討論。雖然「互納盒」的主

角長方形，稍微接近（結構相似）於另一篇文章討論

「塗色的正方形」。但是，第三篇文章的重點是「平

面圖形的變幻」，即使主角是正方形，然而平面和立

體畢竟是幾何中兩個大類，不好混為一談。 

如果從學習數學的角度看，則這三篇文章卻有

「公分母」，即「動手」。談到幾何時，一般人都會

聯想到二千多年前古希臘的《Euclid's Elements》（歐
幾里德編著的《幾何原本》）。此著作從五條大家都

認可的公理 (postulates)，和五條單純的公設 (axioms)



2013 3 No. 52-3

動
手
做
幾
何

出發，推論出歐幾里德空間中大部分的定

理 (Theorems)。甚至於外顯不那麼清楚，
以及極其複雜的幾何定理 (例如，一個三
角形的外心、重心和垂心三點共線，此線

叫做 Euler線 )，也可以如此證出。
由假設出發，純粹用邏輯推論而得到

結果的方式，慢慢的變成人類文明最重要

的成分之一。所以，世界各國的幾何教學，

不可避免地特別強調此典範。但是，形式

的推論是很難的，尤其是在推論幾何引入

的年段──八、九年級。照筆者知道的資

訊，八、九年級的學生學論證幾何，90%
以上都用背的，不甚理解。

凡．希理 (Van Hiele)夫婦認為幾何的學
習是有階段的，他們提出的五階段論，在現

在的數學教育界是大家都熟知的，概述如下：

第一期為視覺期 (Visualization)，此期
兒童只能就看到的幾何物件之整體外貌，

來辨認不同的形體。

第二期為分析期 (Analysis)，此期兒童
能經由觀察和實驗，認識幾何形體的外顯

特徵 (初期如有幾個頂點，幾條邊、幾個
面等 )，垂直、平行、線段等長、角和形的
全等（後期）的掌握。

第三期為非形式化的推論期 (Informal 
Deduction)，此期的學童能做一些簡單（如
三、四步驟）的推論，粗略地建立圖形屬性

的一些內在關係，並進一步對幾何形體加

以分類。

第 四 期 為 形 式 推 論 期 (Formal 
Deduction)，此期的學生能夠做比較嚴格的
形式論證，即有層次地靠邏輯由已知推到

要證明的結果。他們也了解充分和必要條

件，正逆命題之間的差異等。

第五期為系統知識期 (Systematic)，此
期可以說是專家期，他們能夠理解幾何的

系統是由公理、公設建立幾何知識體系，

並進一步做各種幾何體系（如歐幾里德及

非歐幾里德空間）之間的比較等。

不難看到，國中小學的幾何學習大致

是由第一期到第二期（小學），以及由第

二期到第三期（國中）。把學生由第三期

提升到第四期，應該是高中（也許大學部）

的任務；至於到第五期則是大學數學系和

研究所，才能去講究的。

如何帶領學生由較低的層級，提升到

較高的認知層級，這是教育的真義，也是

所有教師的神聖任務。怎麼做？

以第二期到第三期的情形，我們不能

只要求學生做些無趣的，像考試那樣的推

論練習，而要透過遊戲式的，能夠具體操

作的活動，期間要求講道理等，才能慢慢

達到。本期所介紹的三篇文章，就有這樣

的功能，希望老師們能試用看看，學生應

該會是喜歡的。

學生能力的成長，最要緊的其實不是

教材，而是老師跟他採用的教學法。筆者

認為講述教學效果不彰，故這三篇文章都

把我在三個不同的場合所做的實驗教學，

做了粗略的描述。想展現的是我讓學生做

探索的歷程，學生合作解題，小組和全班

性的討論，以及學生碰到困難時老師的介

入等，供讀者參考。

老師要有心理準備，沒有任何的教學

活動能夠立竿見影的。即使你清楚地告訴

學生，一些事實和道理他也暫時可以覆述

（表示他聽懂了），一段時間後（常在考

試之前），他還是會忘記的。故期待長時

期的努力吧！學生能力的提升，本來就不

是那麼簡單的事。
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