
這種題目在考試時，學生的錯誤率奇

高，許多老師都覺得頭痛。筆者各處演講

後的「數學教學疑難問題」的討論時間，

經常有人問我，這種教材該如何教學才會

比較有效，我都以下面兩點作回答：

首先，學生一定要有組成題目 1中類
似立體的經驗，才會真正了解那些立體的

平面視圖。所以，要有足夠的立體操作。

還好國內這方面的教具容易找到，只要老

師肯花時間讓學生實作，這點就沒有問題。

其次，真實的立體和它們的平面視圖

之間的連接，並不如大人想的那麼簡單。

這裡的典型活動是，把做好的立體從各方

位（上下、左右、前後）拍照，印出許多

單張（手機拍、電腦印），學生每人手拿

數張在立體四周走動，指出各張是在哪個

位置看到的視圖。若能與美勞課合作，叫

學生們畫出立體在不同方位的寫生圖後，

進行全班學生的討論，效果更佳。

筆者歷屆的「幾何學」課的學生，問

我同樣的問題時，我的回答也保持不變。

事實上我的「幾何學」課內，用多種道具

實際操作的活動很多。諸如「正方體的平

面截面」、「截角正多面體和足球」、「隱

形金字塔」等（都已經寫成文章，前後在

本刊登載過）。但是，我的學生嫌這些活

動的內容過深，不適合小學中年級的學生，

希望我提供比較淺顯且容易執行的活動。

本文下面要討論的材料，就算是我的回應。

幾何的教學

在數學所討論的題材中 , 我們雖然常
說是「數」、「量」、「形」和「關係」，

但「數」與「形」是最為基本的，「量」

和「關係」則是由它們衍生出來的，所以

筆者在某國立教育大學的現職教師數學教

育碩士進修班兼任，研一上、下學期各開

一門二學分的課「算術數論「和「幾何

學」，補學生專業知識的不足。

由於許多學員在大學部的養成非理工

背景，故課不能太理論。筆者的作法是用活

動的方式上課，讓他們在具體的操弄和小

組（及全班）的討論中，掌握數學的知識和

精神，這些年來，學員的反應相當不錯。

在制式的中小學課程中，幾何方面的

教材和教法都偏薄弱，立體幾何的教材更

是不足，造成學生在這方面的學習成果欠

佳。比如說，下面是小學四年級下學期常

見的一道題目，考卷中出現頻繁：

題目 1：
一個立方體是一立方公分，圖 左右

兩立體的體積各是幾立方公分？

文．圖／黃敏晃

正方體
的塗色問題

圖

左：（ ）立方公分 右：（ ）立方公分
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我把全班集合起來討論時問他們，

可不可以不要一個一個點算？而用計算的

呢？他們都笑出來，說「笨蛋才一個一個

點算。」我問他們如何計算？有位胖男生

舉手後發言說「一層一層算。」他拿出邊

長 5的正方體，指出它有 5層，每層是一
樣的，故只要數上面那一層就知道有 5 X 5 
= 25個小正方體。他講完後，我在黑板上
畫出如下的圖示：

我問大家是否都清楚了？他們大聲回

答「清楚！」我說讓我們把這階段的結果

放在一個摘要表中，經過討論，全班合作

做出了表 1：
表

邊　長

層　數

每層有

共　有

分類和計算

我在確定大家都能讀懂表 1後，宣布
進入第二階段的小組討論。即各組要把他

們在第一階段造出來的四個大正方體，外

顯的每個小正方形面上貼上小貼紙，然後

逐個拆開，進行分類和點算工作。

製造正方體

這個活動，筆者曾用來在臺北附近的

某小學四年級的班上做過教學實驗，教材

的難度合適。它分成三個階段，分別是下

列三道題目的解題過程：

題目 2：
用邊長為 的小正方體，拼組出邊長為 、

、 和 的大正方體，各要用到多少個小

的正方體？具體的拼組看看？

題目 3：
把你拼組好的邊長為 、 、 和 的大正

方體表面塗上顏色（我叫他們在每個小面

上各貼上一張貼紙）後各自拆散，使恢復

為邊長 的小正方體。一次只拆一個大正

方體，將這些小正方體依貼紙數目多少分

類數數看：

可分成幾類？為什麼？

每類各有幾個？

題目 4：
假定我們要做的是的邊長為 的、和

的大正方體，就不適合具體操作了，

而要用想的。試著想想看，各要用到多

少個小正方體？有公式嗎？

如果我們要對這兩個巨大的正方體，表

面塗色後做如題目 那樣的分類和計算

時，因為沒有辦法一個一個點算，要怎

樣想？怎樣算？請你找出公式來。

第一階段是解題目 2，小朋友 4人一
組，桌上有一大籃小正方體 (都全等 )的積
木，每個都有突出及凹入的裝置，可以連

接在一起。各組都順利拼組出邊長各是 2、
3、4和 5的大正方體，也都能點算出它們
各用到 8、27、64和 125個小正方體拼出。

圖 ：共五層，每層有 個小正方體。



我例行地行間巡視，發現各組都採分

工模式，即每人貼一個大正方體。貼邊長 2
和 3者很快的完成，就幫邊長 4和 5的貼。
大部分的小孩太想要很快完成任務，故會

有疏忽。老師此時應提醒他們，應分開再

檢查一遍，以免拆開後出問題。

拆開前更要提醒他們，不可一次拆兩

個大正方體。因為其組成的材料是一樣的，

容易弄混。另外就是拆散、分類、點算後

的紀錄問題了。我看到大多數的紀錄方式

如下：

邊長 2：8個 3面。
邊長 3： 8個 3面，12個 2面，6個 1面，

1個 0面。
邊長 4： 8個 3面，24個 2面，24個 1面，

8個 0面。
邊長 5： 8個 3面，36個 2面，54個 1面，

27個 0面。
但是有一組的紀錄比較特別，如表 2

所示：

我要他們把這兩種紀錄並擺在黑板

上，並請寫表 2的組派人上去說明。他們
的發言人是個梳兩條辮子的小女生，她說，

一個正方體有6個面，即上下、前後、左右，
故她們的表在紀錄有多少面有貼紙時，從 0

列到 6。欄中的數目是點算後的結果，和另
一種紀錄相同。

有位高瘦男生舉手後發言質疑，有貼

紙的面數之欄位可以到 3為止，如此可以
簡化表格。她回答說，沒錯，這是一種考

量。但是，若是邊長 1的紀錄也放進來時，
就會有一個 6面都有貼紙的。她們組認為
多那麼幾欄，並沒有讓表格複雜許多。

數學探究的結果之記錄方式，雖然會

影響進一步的工作，但數學裡對如何記錄

的格式上，並沒有硬性的規定。原則上以

能夠讓人很快掌握到訊息為主。以上兩種

紀錄方式都清楚的紀錄了結果，故都是可

以接受的。

即使全班同學都得到了正確的答案，

解題過程也不應該就此停止。數學解題理

論的創始者波利雅大師認為，解出正確答

案後，我們緊繃的神經開始鬆弛，最適合做

反省檢討，並向前、向外延伸結果的時機。

此即他說過的解題過程第四階段──

looking back and looking forward，後來的研
究結果也指出，此階段的持續執行，對學

生的解題能力之提升，助益最為顯著。這

部分的內容到底包含哪些具體的東西呢？

好奇的讀者們，讓自己先想一想。

表
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要求一般化

解題的反省檢討，是回顧解題的想法

是否合理？全班有沒有路徑差？有沒有更

好的點子？另外，題目更一般化後，這些

解題法是否有效？可以用這種方法解的問

題還有哪些？這些想法又和我們已知的數

學有何連接？⋯⋯這樣講是有點抽象，下

面具體呈現。

我問雙辮小女生，她們組的數目是

如何算出來的？她說是一個一個點算出來

的。我問其他組，他們的算法是否一樣？

或是有不同的算法？所有組都說一樣！

因為題目 4中的大正方體邊長為 10和
100，無法具體拼組 (會需要太多小正方體 )。
故塗色後，各類的小正方體個數，不能一個

一個點算。所以，我在這個時機，最好逼出

他們使用計算的想法。因此我說，有點多，

點算起來有些煩，也容易錯。有沒有另外的

想法？

教室突然安靜了下來，有人低頭思考，

大多數人互相觀望。我看到一抹微笑，在

一個小男生的臉上綻放開來。他坐在教室

最左邊的第一組，眼望著窗外。

我走到他面前，跟他打招呼：「嘿！

你好嗎？」，他回過頭來，非常鎮定的站

了起來說「我很好。」我說：「你對我們

討論的問題，一定有很獨到的見解。」他

說，「是什麼問題？」全班都笑了出來。

我指著黑板上的表 2，再次向全班說
明題目：表中的數目，各組都是拆開大正

方體後之後，分類點算出來的；如果不拆

散大正方體，我們有沒有辦法算出這些數

目？親愛的讀者，請你也幫忙想想看。

這位小男孩回過神來說，「好，我來

試試看。」出乎我意料，他開始用「大聲

想」(think aloud)的方式，間雜著和我以及
全班的對話互動，講出了一段令人驚豔的

說明。我把它們摘要紀錄於下：

「首先，貼紙是貼在大正方體外面的。

全都看得到，故不一定要拆開大正方體，

才數的清楚，對不對？」

「正確，你說得很好，請繼續。」

「一個正方體有 8個頂點，上面有 4
個，下面也有 4個。」

他指著一個邊長 5的大正方體說：「只
有在頂點位置的小正方體，會被貼上 3張
貼紙，所以表中的 8會很清楚，是不是？」

大家說：「是。」

「其次，只有在大正方體邊上的位置，

但不在頂點的小正方體會被貼上2張貼紙，
像這個邊長 5的大正方體每邊有 5個小正
方體，扣去頂點的 2個，剩下 3個，一個
大正方體有 12條邊，上下各 4條，側面也
有 4條。因此，剛才每邊上的 3個，要乘
以 12得：3 x 12 = 36個，對嗎？」

「完全正確。」

「邊長為 4、3和 2的大正方體，被貼
上兩面小貼紙的小正方體個數，也可以用

這種方式算出來。」他跑到教室前面，在

黑板上寫出下面式子 :
2 x 12 = 24，1 x 12 = 12，0 x 12 = 0
他指著黑板上表 2最後一列，2的那

個直行說：「這行的數目也因此可以解釋

清楚了。」

「太棒了！」親愛的讀者，你認為到

現在為止，他講得還算清楚嗎？

數學資優生

「只被貼到一張小貼紙的小正方體，

它們的位置一定在大正方體的各面上，但

正
方
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題



不在邊角上。正方體有 6個面，每個面都
一樣，所以我們只要看一個面就可以了。

這個邊長 5的大正方體的這個面，有 5行 5
列共 25個小正方體，但扣去上下和左右各
兩行兩列，只剩下 3 x 3 = 9個，讓我畫個
圖給大家看。」他在黑板上畫出下面的圖3：

「因此，只有一張貼紙的小正方體，

共有 9x6=54個。邊長是 4、3和 2的大正
方體上，只有 1張貼紙的小正方體數目，
也可以比照這樣算出來。」他在黑板上寫

出下列算式 :
( 2 x 2 ) x 6 = 24，( 1 x 1 ) x 6 = 6，
( 0 x 0 ) x 6 = 0
然後他指著表 2最上面，橫列寫 1的

那直行數字說 :「這行數目就是這樣算出來
的，這樣說可以嗎？」「可以。」全班大

聲說。

「至於沒貼紙的小正方體，就是大正

方體裡面的啦 !讓我們這樣想，上面和下面
的那兩層剝掉，左和右面也各剝一層，前

面後面都剝去，這樣邊長是 5的大正方體，
就變成邊長是 3的正方體了。這裡有 3 x 3 

圖

x 3 = 27個小正方體。邊長是 4、3和 2的
大正方體內，沒有貼小正方體的個數，也

可以比照這樣子算出來。」他在黑板上寫

出下面式子：

2 x 2 x 2 = 8，1 x 1 x 1 = 1，
0 x 0 x 0 = 0
他指著表 2最上面橫列，寫 0的那直

行說 :「這行的數目也可以這樣算，報告完
畢。」全班給他熱烈的掌聲鼓勵，他也雙

手比出 V形，表示勝利。我一面聽他講解，
一面心想 : 「他確實是個數學資優生，剛才
我上課時，他眼睛望向窗外，原因何在？」

我上課方式不夠精彩 ?還是知識的深度不
夠，引不起他注意？我真心很想知道。

教學結束後，我忍不住問他。他說都

不是，是有一隻五色鳥剛好飛到教室外面

的樹上。他懷疑牠是想在該棵樹上築巢 (他
啄了幾下樹幹 )。五色鳥是臺灣保育型鳥類，
會在有綠葉遮陰的枯樹幹上啄洞築巢。他

仔細觀察後發現，該棵樹沒有此條件，判定

不是。他爸爸常在周末帶著整家人到野外

探幽賞鳥。所以，他也教同學辨識校園裡的

鳥，外號叫「小鳥」。

第三階段的活動設計要點，在把具體

操作後得到的結果，形式的向前延伸，以

得到更一般性的結果。這對於還處於具體

操作期的小學四年級學童而言，是走向形

式推論的第一步，並不是那麼容易。但是，

經過這位小男生這麼活潑的清晰說明後，

這項任務已變得似乎輕鬆許多。

親愛的讀者，你要不要嘗試自己先解

題目 4後，再回頭來看下文呢？

清楚的表達

我向全班宣布，題目 3討論結束，請
各組進入題目 4的解題活動。不到 10分鐘，



2013 3 No. 52-3

各組紛紛舉手，表示解題成功，可以進行

報告和全班性的討論。只有兩組遲遲未舉

手，我趕快過去看看。原來，都是有一個

大數的乘法，尚未算出結果。我說：「沒

關係，列出算式就可以，不需要算出來。」

然後要求一組上去寫題目 4之 1裡的解題
過程和結果，如下：

10 x 10 x 10 =1,000，
100 x 100 x 100 = 1,000,000
他們剛才上過「一萬以上的大數」的

單元，第一次自己乘出一百萬，許多人都

很興奮的說 :「一百萬！一百萬呢！」
我叫上黑板寫算式的人說明，式子是

怎麼出來的。綁馬尾巴的女生說 :「前面胖
哥講過啦！就是一層一層算：邊長 10的每
一層都有 10 x 10 = 100個，10層就有 100 x 
10 = 1,000個，同樣的算法，可以算出邊長
是 100的大正方體中的小正方體個數。有
沒有問題？」

沒人有問題，她鞠躬下台。我點另一

個戴眼鏡的女生上黑板去寫題目 4之 2裡，
邊長為 10的解題過程和結果，如下 :
邊長 10的大正方體中有 :
3張貼紙：8個小正方體，
2張貼紙：8 x 12 = 96個小正方體，
1張貼紙：8 x 8 x 6 = 384個小正方體，
0張貼紙：8 x 8 x 8 = 512個小正方體。
寫完她說是照小鳥的方法算的，然後

照例問：「有沒有問題？」同學都沒問題，

我舉手發問：「3張貼紙部分的 8，和其他
式子中的 8有沒有關係？」她一下傻住了，
叫同組中個子矮小的眼鏡妹上台助陣。她

說：「沒關係。」我說：「那這些 8從哪
裡處來的？題目中可沒 8。」

她們商量一會兒後，小個頭女生說：「3
張貼紙的 8是正方體有 8個頂點；其他的 8
則是邊長 10扣去頂點的 2個得到的。」我

說我已經清楚了，問她們式子中，可不可

以把這點寫清楚？她們商量了一下後，把 2
張、1張和 0張貼紙的計算式，重新寫成如
下樣子：

( 10 – 2 ) x 12 = 96
( 10 – 2 ) x ( 10 – 2 ) x 6 = 384
( 10 – 2 ) x ( 10 – 2 ) x ( 10 – 2 ) = 512
我問全班，這些式子有沒有比較清

楚？大家都同意這樣比較清楚。最後，我

點了位理光頭的男生上台寫題目 4-2裡，
邊長為 100的大正方體的解題過程和結果，
如下：

邊長 100的大正方體中有：
3張貼紙：8個小正方體，
2張貼紙：( 100 – 2 ) x 12個小正方體，
1張貼紙：( 100 – 2 ) x ( 100 – 2 ) x 6
 個小正方體，

0張貼紙：( 100 – 2 ) x ( 100 – 2 ) x ( 100
 – 2 )個小正方體。
他就是那組不太會算大數乘法的成

員。親愛的讀者，這樣表達是否也很清楚？

你覺得有需要一定得乘出來嗎？

離開教室之前，我給小朋友留下了功

課：如果把本活動中的正方體，改成為如

下的兩種長方體，情形又會如何呢？

( 1 )  有兩鄰邊等長，但第三邊不相等的長
方體。

( 2 )  三邊都不等長的長方體。
親愛的讀者，你也可以做做看！

黃敏晃　臺大數學系退休教授

正
方
體
的
塗
色
問
題


