
文．圖／黃敏晃

魔術手法

我走進吵雜的教室，到講桌後面站定，

高舉右手展現掌中的一個鮮紅小盒，背景

是魔術 ?還是數學 ?

噪音立刻降低了好幾十個分貝。我保持「緘

默」，做了下面的幾個動作（參看圖１的

連續畫面）：

互納盒─ 

一個紅盒子放在桌上 打開紅盒外蓋露出內藏的
黑盒

把黑盒從紅內盒中拿出來 把紅色外盒蓋上，現在
桌上有兩盒

打開黑盒的外盒 把紅盒放入黑色內盒 蓋上黑色外盒 桌上只剩一個黑盒

圖
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教室中傳出了「咦」、「啊」、「哎」

等的驚嘆聲，但我頭也不抬，繼續做了上

述動作的逆運作，即把黑盒子藏回到紅盒

子裡面去。聰明的讀者，你應該有辦法弄

清楚，我所作的逆運作是什麼。若非顯然，

請仔細想想，這裡就不再贅言。

我抬頭環視教室一圈後問："Any 
question ? "，這班學生都是臺北附近國中小
學的現職老師，上的是我為某國立教育大

學數學教育碩士進修班開的一門一年級必

修課「幾何學」中的一堂課。

本堂課的目的，是想以「互納盒」（即

兩個可以互相收藏到對方內部的盒子）的

具體案例，來說明什麼是「數學（或更特

殊化些，幾何）結構」（structure）。之所
以選用此案例，是因為它有類似魔術的功

能，容易引起學生的好奇心，集中他們的

專注力。

果然，幾乎全班同學都舉手想要發問，

而第一個問題是：「黃老師，這是一個數

學魔術嗎？」我把問題丟回給他們：「你

們認為是嗎？」因此產生了一連串的對話

如下：「是呀！」、「為什麼呢？」、「魔

術效果十足，不是嗎？」 

「什麼是魔術？」、「魔術手法就是

你做了一些動作，得到一些預期的效果，

讓人感到意外，但是看不透為什麼你能做

到。」、「確實如此。」、「那老師做了

什麼動作，得到了什麼效果？你們又看不

透什麼東西？使大家把它歸類成魔術表

演？請你們把事情講清楚，說明白。」

認知衝突

甲生說：「老師你把黑盒子從紅盒子

中取出來，又把紅盒子收藏到黑盒子中。

讓我們弄不清楚這兩個盒子，誰大誰小。」

乙生補充說：「甲盒子能放入乙盒子，表

示甲盒子小於乙盒子。老師剛才的表演，

同時顯示出：黑盒子＜紅盒子，黑盒子＞

紅盒子，這是矛盾的。如何調合這個矛盾，

這就是我們看不透的地方。」

丙生說：「等一下，乙兄，你剛才講

的大於和小於，是體積嗎？容積嗎？還是

什麼？」

丁生說：「盒子是用硬紙板做的，有

厚度，故要考慮其內體積，其內體積是盒

子內部空間的大小，當然會比其外體積小。

黑盒子本藏在紅盒子裡面，所以黑盒的外

體積小於紅盒的內體積；反之亦然，即紅

盒的外體積小於黑盒的內體積。所以，剛

才乙兄講的大小關係，確實是成立的。」

戊生說：「丁兄，你實在有點扯。」

丁生說：「我哪裡扯了？內體積和外體積

是盒子類之容器特有的數學要素，可能是

解題關鍵，我當然從這裡開始。」

戊生說：「照你說的，如果上述的不

等式果真成立，矛盾不就真的存在了嗎？

我們學數學的，在信念上一定要拒絕相信

這種事，而是趕快回頭

想想，我的推論那

裡出了問題？趕

快把它找出來

修正。」

己生說：

「讓我呼應

一下戊兄，

關於這個矛

盾。你們不

覺得剛才黃

老師的表演，

只是他上課的

一貫手法嗎？他

採用皮亞傑有關學



習的說法，讓我們先

產生認知衝突，引

起學習動機。這

個矛盾的表象是

一定有解的。成

功解題後，我們

會對背後的道理

有深刻的印象，永

生難忘。老師，我

這樣講正確嗎？」

我說：「己同學，你

對我的上課方式，倒是很了解

呀！」他說：「上了老師一學期多的課，

每堂課都令我驚艷。總是要下點功夫來分

析。才能偷學到一招半式呀 !」
我說：「非常好。讓我先宣布今天這

堂課的任務，是弄懂這個叫做『互納盒』的

道理，回去後自己做一個來玩，兩星期後的

下堂課要檢查。做得特別好的，老師沒收，

做為表演給下一屆的學弟妹看的道具。」

台下傳來各組竊竊私語而產生的嗡嗡

聲，反應了他們對此任務的不安。我大聲

的清了清喉嚨，壓下了這片噪音後，對己

生說：「你來告訴我，下面我會怎麼做。」

在他「唔、唔、⋯⋯。」還講不出什

麼話之前，庚生舉手發問：「老師，紅盒

子和黑盒子是不是一樣大小？」我說：「這

屬於你們要弄清楚的事情之一，恕不回

答。」辛生問：「那盒子可不可以借我們

看一看，量一量？」

我說：「看一看可以。量一量後照著

尺寸做，這是工匠學徒的行為。數學教育

的碩士生，不可以這麼沒有志氣。」這時，

己生已回過神來，舉手說：「老師，下個

階段的重點是，啟動學生做探索活動。」

探索活動

我笑著說：「你

們回想看看，我哪

一堂課不是在啟動

你們做探索活動？

我要你講的是這個

活動每階段的細節。

你們將來畢業後是本

校的數學教育碩士，不

少人都會盯著看你有什麼本

事。一篇碩士論文只是嘗試，記

住許多教育理論也是本份，問題在如何將

之運用在教學的實務上，幫助學童學習，

提升他們的數學素養和能力。」

我喝了口茶後繼續說：「有同學告訴

我，他們上學期在上完我的課後，把我設

計的教材拿去跟自己班上的學生玩數學。

這樣只是讓他們遊戲一番，也許暫時提高

了上課的興致，但離探索活動還差很遠，

你們要進一步研究其間的細節。俗語說『魔

鬼藏在細節裡』，若不把這些魔鬼找出來，

恐怕沒辦法變成更好的數學老師。」

癸生說：「老師講得對，有次我採

用老師上學期跟我們玩過的『用坐標概念

猜年齡』的遊戲（參看《科學研習》月刊

No.51-6，P.24~30〈芳齡又兩問〉，2012
年五月；後來收入筆者編的數學素養系列

中之第一冊，《另類數學教室》，芳齡五

問〉中的第四問，P.115~119，2013 年元
月）在帶著四年級班玩猜他們親友的年齡

時，大大失敗。原因是他們還沒有坐標的

概念，而且數字的羅列又模仿老師的蛇行

排列，超出學生能力甚多，加上我缺乏老

師那種視現況隨時調整的能耐。所以，我
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認為重新改編老師的遊戲教案後再使用，

是必要的。」

己生沒放棄，再度舉手發言說：「所

以，老師教學流程的下個階段，是要帶我

們找出問題中的數學要素，讓我們討論後

分析出哪些是關鍵因素，並探討解題的方

法。」我說：「真是認真的好學生，大家

就照己同學講的流程，各小組自行努力的

進行探索活動吧！」

丑生說：「老師，我想先確定一下，

你用的盒子都是長方體吧！」我稱讚說：

「很好，你能想到先簡化問題真棒。對，

我是以盒子為長方形的構想設計後，請人

幫我做的。當然，古希臘哲者柏拉圖說過，

數學的概念全是理想的意念，現實世界上

的幾何物件，永遠會有誤差。所以，即使

這些盒子有缺陷，我們還是應該把它們視

為長方形來看待。」

各小組討論幾分鐘後，申生舉手提

問說：「老師，我想知道你的盒子內盒和

外盒的密合程度，盒子可借我操作一下

嗎？」，雖然我帶了兩套盒子（不一樣大

小的，共 4個），但此班共分 8組，不夠
用。故我把不同顏色的內外盒配在一起，

組合成如圖 2所示的樣子，供他們參考。
我問他們：「內、外盒的關係，這樣夠清

楚了嗎？」

相對位置

我把 4個擺成如圖 2樣子的盒子分給
他們，兩組 4人共看一個盒子，還不算太
擠。我巡視各組，看到他們都用英文字母

代表盒子的各關鍵量，來表示各量的關係

如下（各組用的字母不盡相同）：
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圖２：紅內盒塞在黑外盒內，開口露出，其他兩盒一樣的相對位置。



L：外盒的長 (length)，l — 內盒的長，
W：外盒的寬 (width)，w — 內盒的寬，
H：外盒的高 (height)，h — 內盒的高，
 a：紙板的厚度；
L = l + 2a, W = w + 2a, H = h + a。
上面的三條等式，說明了一個盒子的

內、外盒關係（紙板的厚度 a是必要的參
數）。當然，如此的表達式隱含著紅、黑

兩個盒子是一樣大的事實。

但是，這三條式子尚未涉及紅、黑兩

盒可以互納的關鍵。事實上，一個內盒和

一個外盒（還是不同色的），就足夠讓他

們擺出這樣的相對位置關係。我冷眼旁觀

這四群老師，看看那一群能率先弄出這麼

一個能突破困境的樣子。

一段時間的摸索後，終於有一組成功

地把外盒扣入內盒中，如圖 3所示：
這群老師很謹慎，成功後還向鄰組借

一個同大小的外盒，套上去看看是否可以

蓋起來。做完這個動作後，他們才進行列

式的工作，如下：

L = W + 2a, w = H + 2a。

寫完這兩條式子後，他們想找其他的

關係式，發現沒有。因此，他們開始檢討，

這五條式子是否足夠讓他們完整地描述兩

盒可以互納的現象，以及由此製造出兩個

可以互納的盒子。

一段時間的群內討論後，他們確定了

這件事。此時，另外的三群也發現了擺置

的方式。我讓各組都完成了上述的任務後，

叫首先成功的那群派人上台說明，如下。

酉先和未生一起上台，一人口說，另

一人先在黑板上寫出上述五條式子後操弄

盒子。酉先說：「首先，由老師幫我們擺

出的圖 2的樣子知道，紅、黑兩個長方體
盒子是一樣大小的；其次，當外盒蓋上內

盒後，我們只會看到外盒。所以，圖 3中
開口的外盒，足以代表含有內盒的盒子。

大家同意嗎？」

大家同意後，他繼續說：「當 l = W + 
2a 和 w = H + 2a 成立後，外盒就可以塞入
內盒中，這點是可以用操作證明的，結果

就如圖 3的樣子，請各組試試。」

圖３：外盒扣入內盒。
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未生和各組都把盒子擺成圖 3的樣子
後，酉生說：「現在我們把一個外盒蓋上

去，就會如圖 1最後一圖的樣子。大家是
否同意？」有人大聲問：「為什麼？」

式子演算

酉生和未生商量了一下後，把一個外

盒的高比在圖 3中外盒的長的部分，然後
說：「一般而言，應該是可以蓋住，使藏

在內盒裡的外盒不會露出來才對。」提問

的亥生說：「這應該是有條件的，但你並

沒有談到，需要補充一下。」

酉生和未生在盒子上比了又比，然後

在黑板上寫出下面的式子，然後說：「應

該就是這個關係式了。亥兄，依你看，這

個關係式是否正確？」

H – a > (L + a ) - h  或者  H + h > L + 2a
亥生說：「從你們剛才在盒子上比的

情形，我知道這個條件是對的，但為什麼

它會成立？你們沒交待。」酉生說：「好，

我們就用前面的五條式子來加以說明。」

於是，他在黑板上寫出下列的式子演算。

H + h = ( h + a ) + h = 2h + a
L + 2a = ( l + 2a ) + 2a = l + 4a
= (W + 2a ) + 4a = W + 6a
= (w+2a)+6a=w+8a
= (H + 2a ) + 8a = H + 10a
= (h + a ) + 10a = h + 11a
∴  ( H + h ) - ( L + 2a ) = ( 2h + a ) - ( h + 

4a ) = h- 10a
酉生說：「所以，必須滿足的條件是

內盒的高 h，要大於紙板厚度 a的 10倍。
以老師的盒子而言，紙板厚度大約不到 0.2
公分，然而 h約大於 5公分，故 h>25a。老
師，你在做這些盒子時，有特別講究 h的
大小嗎？」

我說：「當然有考慮到，但我認為這

個條件會自然滿足。因為我們做教具時的

首要顧慮，是它好不好操作。太小不好操

作，大雖然可以讓學生看得更清楚，但携

帶很不方便，5公分左右是不錯的選擇。紙
板的厚度並沒有太多選擇，到文具店買的

時候，這種厚度最適當，太薄不會成形，

太厚不好剪裁。因此 h>10a自然成立。」
當酉生和未生要鞠躬下台時，我說：

「等一下，你們還沒有說明，如何用這五條

等式，來製造可以互納的盒子。如果我沒太

健忘的話，我記得是有交待這項任務的。」

他們又交頭接耳一番，然後酉生說：

「誠如老師剛才說的，紙板的厚度 a，是你
到店裡買的時候就已經固定了。我們要決

定的自由變數，是內盒的高度 h。h一旦固
定，其他的量就如下式所示的那樣，被固

定了。大家同意嗎？」未生在黑板上寫出

下列各式。

H = h + a,
w = H + 2a = ( h + a ) + 2a = h + 3a，
W = w + 2a = ( h + 3a ) + 2a = h + 5a，
l = W + 2a = ( h + 5a ) + 2a = h + 7a，
L = l + 2a = ( h + 7a ) + 2a = h + 9a，
在我宣布此活動結束時，寅生突然

問道：「老師，有沒有可能做兩個不一定

大小的盒子，但仍然可以執行互納的功能

呢？」我說：「好問題，理論上是可以的，

而且我以前的學生有做成功過，但我沒有

加以沒收的。現在，請你們研究後做一個

給我，我會給你加分。」

黃敏晃　臺大數學系退休教授


