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日常生活中充滿了許多令我們好奇的事物，也有許多可以和教學相結合的素材。學習

應是有趣的、多元化的、自發性的、甚至是跨領域的。提到跨領域學習，筆者認為並非所

有單元的學習非得跨領域不可，而是視單元的內容而定。許多讀者或許都玩過與天平或者

平衡有關的遊戲或教具。有回筆者想起若將魔方陣的數字改為相對應的重量，方陣變成實

體的平板，則此平板是否可以平衡呢？

魔方陣是令人耳熟能詳的數學玩意。

魔方陣的起源最早的傳說在於夏禹治水經

過洛河時，看見當時河口有隻神龜，龜殼

上有九個圖案，再將圖案轉成今日的三階

魔方陣（圖 1）。

圖 1. 三階魔方陣

遊戲。由於 N階魔方陣的數字組成必須構
成以下要件：每一列及每一行以及兩條主

對角線的數字和皆要相同。因此在魔方陣

的建置上，需考慮數字的「分配性」。筆者

依此概念將魔方陣製成實體教具，並驗證

魔方陣是否會平衡。

首先準備一塊厚紙板（當天秤用，白

玉卡很適合）和一正四面體（當作天秤的

支撐座，支撐座的頂點不宜太尖銳或太

鈍，否則會影響平衡的結果），兩面分別畫

上九宮格及十六宮格以符合研究的主題（圖

2∼ 3），每一格的中心位置用一元錢幣來
劃出砝碼放置處。將一元代表數字 1砝碼
重量，放置在天秤任一位置，看看是否天

秤會失去平衡。若失去平衡，代表一元的

重量大於天秤重量本身的慣性，因此砝碼

的最小單位就用一元錢幣即可。2元代表
數字 2、3元代表數字 3等。大於兩個錢幣
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三階魔方陣經過鏡射、旋轉可得到八

種不同的魔方陣（有興趣的讀者可以研究

看看），坊間也有不少從方陣衍伸出的趣味
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數量時用膠帶黏在一起，由於膠帶重量不重，我們在實驗時假設忽略膠帶的重量不計。但

為求實驗精確，因此可以將九個數字的膠帶長度都設定等長。成品如圖 4∼ 6。

圖 2. 三階魔方陣圖板

圖 4. 三階魔方陣實品

圖 3. 四階魔方陣圖板

圖 5. 四階魔方陣實品 圖 6. 天秤支撐架

接著我們先試驗三階魔方陣，首先將九個砝碼放置到魔方陣的各位置，再放置在支撐

點上，發現平衡。此時將一元錢幣移動，天秤失去平衡並傾斜（圖 7∼ 8）。

圖 7. 三階魔方陣的平衡 圖 8. 移動一元，天秤失去平衡
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接著我們試試四階魔方陣（圖 11）。四階魔方陣為 1∼ 16的數字，每一行、每一列
及兩條主對角線的和均為 34。進一步來說，N階魔方陣皆可由兩個 N階的拉丁方陣互相
正交再轉換而成（詳見科學研習月刊第 47卷 1∼ 2期三階與四階希臘拉丁方陣的探討）。
因此要知道四階魔方陣可否平衡，只要研究四階拉丁方陣可否平衡即可。N階拉丁方

陣的定義為：每一行、每一列都要有 1~N等數字（不考慮主對角線）。四階拉丁方陣共有
576種，我們選擇一種來試試看能否平衡，結果是平衡的（圖 12）！

按照力矩概念，此時傾斜方向是向右傾斜，那麼將一元完全移出天秤之外會向何處傾

斜呢（圖 9）？
再者，在天秤的中心點擺放任何重量的物品都不會影響天秤的平衡，因為力臂為零，

造成的力矩也為零。因此若將中心點的五元拿掉，試試看是否平衡（圖 10）。

圖 9. 拿掉一元，天秤失去平衡

圖 11. 四階魔方陣 圖 12. 四階魔方陣之平衡

圖 10. 拿掉五元，天秤依然平衡
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而且，圖 13∼ 14所示三階拉丁方陣也可以平衡。

我們發現，五元砝碼完全移出天

秤後，天秤還是平衡。

我們發現，一元完全移出天秤

後，左邊的重量減輕，天秤會網

左邊傾斜，所有砝碼全數掉落。
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圖 13. 三階拉丁方陣 圖 14. 三階拉丁方陣之平衡
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至此只是實驗，要證明得有理論支持才行。現在我們來證明 N階拉丁方陣可以平衡
的，當然這只要用到簡單的力矩概念便行。我們先將方陣畫出直的、橫的中心線（若偶數

階的方陣中心位置會在格子頂點上、奇數階的會在格子中心上，如圖 15∼ 16所示）。

圖 15. 偶數階拉丁方陣 圖 16. 奇數階拉丁方陣

無論何者，所有座標的砝碼相對於中

心點的合力矩和只要為零，天秤就會平

衡。力矩是砝碼到中心點的距離（可能有

直線或斜線），斜線距離為利用畢氏定理將

該砝碼 X與 Y座標算出的距離。計算平衡
時，為了簡化問題，我們可以將每個砝碼

的 X與 Y座標分開計算。
也就是說，要證明天秤是否平衡，可

以分兩部分探討。第一為以縱軸為分界

線，右邊與左邊砝碼造成的水平方向力矩

和要為零；第二為以橫軸為分界線，上邊

與下邊砝碼造成的垂直方向力矩和要為

零。若是遇到奇數階魔方陣，則中心列的

數字不算在內。

假設一 N階拉丁方陣如圖 17（頁 52）
（N為偶數，粗黑體代表該格子砝碼重、下
方為相對應之座標）。
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力矩的定義為力矩＝力×力臂（力為該格子砝碼重、力臂為該砝碼至天秤中心點之

距離）

【X方向（橫座標方向）的力矩和】
1×（-N+1）＋ N×（-N+1）＋（N-1）×（-N+1）＋⋯＋ 4×（-N+1）＋ 3×（-N+1）

＋ 2（-N+1）（此為最左行）＋⋯＋ N×（N-1）＋（N-1）×（N-1）＋（N-2）×（N-2）
＋⋯＋ 3×（N-1）＋ 2×（N-1）＋ 1×（N-1）（此為最右行）＝ 0

接著以圖 18來簡化說明上述算式。我們發現最左行及最右行的 X座標均相同，而此
兩行的重量分別為 1∼ N，因此這兩行在 X方向的力矩會互相抵消；同理左邊第一行及右
邊第一行的力矩會互相抵消，依此類推。

圖 17. N階拉丁方陣
（N為偶數）

圖 18. N階拉丁方陣
（N為偶數）
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前，可試著將此天秤與砝碼由學生來操

作，試試看九個砝碼如何擺才能使天秤平

衡，平衡後立即出現魔方陣。另外依此物

理原理，我們可以推知若將任意四階魔方

陣分成四個象限，則此四個象限內的重量

應相等，舉例如圖 19∼ 20所示。

同理可證，Y方向的力矩和也會相抵
消，且奇數階的方陣證明亦然。因此我們

證明一個 N階拉丁方陣或魔方陣物理化之
後的天秤皆能平衡。反之，一個排錯的拉

丁方陣或是魔方陣的天秤是不會平衡的。

現在了解此原理後，在教導魔方陣之

圖 19. 四階魔方陣

圖 21. 移動 8的天秤 圖 22. 移出 7的天秤 圖 23. 移動 4和 6的天秤

圖 20. 四個象限和均為 34

因此，研究四階魔方陣除了也可以先將 16個數字（1∼ 16），分成四組數字和為
34，分成四個象限再作微調即可得到。甚至同一魔方陣經過行與列的對調、翻轉或旋轉又
可變化出許多的魔方陣。

現在我們來玩個物理小遊戲，我們將一個三階魔方陣天秤擺好

後，移動或移出某個天平會往哪裡傾斜呢？

李祐宗
澎湖縣立文光國民中學數學科教師

我們探討或研究問題經常只限於一個領域，有時某一種觀念卻與另一領域有關。這世

界充滿著大自然與數學、物理間的微妙關係呢！多觀察、多發現會產生許多燦爛的火花！

動

動
腦時刻

備註：文中所述魔方陣天秤設計已獲

得中華民國新型專利第M555041號，
如有相關問題請與作者聯繫。

（一） （二） （三）


