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多數讀者對於「完美正方形」這名詞也許不陌生。所謂完美正方形是指一個由若干個

不同面積的小正方形所組成的正方形。

圖 1為一個邊長為 112的完美正方形，
由 21個面積不相等的正方形所組成，21
稱為完美正方形的階。

完美正方形曾被國外數學家提出質疑

並認為無解，但不久後由某位數學家提出

一解。隨後在數學界引起許多專家學者的

探討，已知目前完美正方形最低階數為

21。至於完美正方體（也就是一個由不同
邊長的小正方體堆疊而成的正方體）尚無

人討論，據說目前是無解。

在探討完美正方體之前，我們可以將

完美正方形的條件簡化，再來探討正方體

的堆疊。現在我們先討論一個可由一些面

積不一定相異的小正方形所組成的正方

形，如圖 2所示。

正方體的堆疊─方體美數

圖 1. 完美正方形 
（圖片來源：https://zh.wikipedia.org/wiki/%
E5%AE%8C%E7%BE%8E%E6%AD%A3%
E6%96%B9%E5%BD%A2）
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圖 2中，組成該正方形的小正方形分
別為邊長 1單位的方形用了 3個、邊長 2
單位的方形用了 2個、邊長 3單位的方形
用了 2個，而邊長 5單位的方形用了 2個，
該正方形在上述情形是由 11個小正方形所
組成。如果組成一個大正方形的若干小正

方形可以有相同面積時，則對同一個大正

方形，組成方式就可以有很多種。

方形美數的研究

研究正方形可以由一些面積不一定相

異的小正方形所組成的學者定義方形美

數。所謂方形美數是指在邊長相同的正方

形可重複使用下，一個大正方形可以用 k
個小正方形組成，則 k為一個方形美數。
正方形的方形美數至少有 1、22、32、42、

52、62、⋯⋯ n2等完全平方數。研究方形

美數可以有很多方向可以思考，最容易的

就是先將正方形做 n2的切割，而切割後的

小正方形可以再依同樣方式切割，例如以

圖 3所示的三個圖形即 n＝ 2的切割方式。
由上可知，4＋ (m－ 1)×3＝ 3m＋

1的數皆為方形美數。依此類推，當 n＝
3，所得到的方形美數有 9、12、15⋯⋯
（讀者可以自行畫圖），所以 9＋ (m－
1)×3＝ 3m＋ 6的數皆為方形美數。所
以 n2＋ (m－ 1)×3皆是方形美數（m為
大於或等於 1的正整數）。基於這個觀點，
筆者拿出平常小孩子愛玩的樂高玩具，來

研究看看有那些「方體美數」。以下筆者用

兩個方向來說明正立方體的方體美數。

圖 2. 面積不一定相異的小正方形所組成的大正
方形

圖 3. n＝ 2的切割方式
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第一種方式

我們可以決定將立方體 n3等分，取 n＝ 2，則可得到圖 4，方體美數是 8；接著取右
上角再做 8等分，可得到方體美數為 8－ 1＋ 8＝ 15（如圖 5）；再依序取右上角 8等分，
可以再得到方體美數為 15－ 1＋ 8＝ 22（如圖 6）。因此按照這種方式，每次都取右上
角再切 8等分，可以得到 8＋ (m－ 1)×7的方體美數。

圖 4. 切成 8塊

圖 7. 切成 41塊 圖 9. 切成 27塊

圖 5. 切成 15塊

圖 8. 切成 22塊 圖 10. 切成 53塊

圖 6. 切成 22塊

當然，我們可以改變方式，在圖 5的
右上角改成 27等分，則可得到的方體美數
為 15－ 1＋ 27＝ 41（如圖 7）。值得注
意的是，圖 3的方形美數是 8－ 2＋ 16＝
22，與圖 8得到的方體美數是一樣的，唯
組成方式不同，代表同樣的方體美數可以

有不同的組合方法。

我們可以決定將立方體 n3等分，取 n
＝ 3，則可得到圖 9，方體美數是 27；接
著取右上角再做 27等分，可得到方體美數
為 27－ 1＋ 27＝ 53（如圖 10）；再依序
取右上角 27等分，可以再得到方體美數為
53－ 1＋ 27＝ 79（如圖 11）。因此按照
這種方式，每次都取右上角再切 27等分，
可以得到 27＋ (m－ 1)×26的方體美數。
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當然，我們可以改變方式，在圖 9的
右上角改成 8等分，則可得到的方體美數
為 27－ 1＋ 8＝ 34（如圖 12）。

第二種方式

第一種方式是由上往下、由外而內的

討論方式，現在我們以樂高玩具的方塊來

做由內而外的討論（圖 13∼ 15）。
1. 邊長為 1單位的正立方體由於只有一
塊，所以組成方式只有一種。

2. 邊長為 2單位的正立方體
 此立方體面積為 8立方單位，所以組成
方式有 8×1個＝ 8以及 1×8個＝ 8共
兩種。

3. 邊長為 3單位的正立方體
 體積為 27立方單位，除了本身一大塊
以外，3/2＝ 1⋯1，所以可以由 1個 2
單位邊長的正立方體 1個加上邊長 1單
位的正立方體 19個，也就是 8×1＋
1×19＝ 27，以及 1×27個共三種組
法（圖 13）。

1 2 3 4 5 6 7 8

8×8個
8×7個
＋

1×8個

8×6個
＋

1×16個

8×5個
＋

1×24個

8×4個
＋

1×32個

8×3個
＋

1×40個

8×2個
＋

1×48個

8×1個
＋

1×56個

＊表中被乘數為立方體的單位邊長數

圖 11. 切成 79塊 圖 12. 切成 34塊

圖 13. 樂高組成的立方體

4. 邊長為 4單位的正立方體 
 體積為 64立方單位，除了本身一大塊以外，4/3＝ 1⋯1，所以可由邊長 3單位的正立
方體 1個以及邊長 1單位的正立方體 37個，也就是 27×1＋ 1×37＝ 64所組成。

 另外 4/2＝ 2，故另有下表所列 8種組合方式：
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 再加上 1×125＝ 125，所以總共 19種組合方式（圖 15）。

5. 邊長為 5單位的正立方體
 體積為 125立方單位，除了本身一大塊以外，5/4＝ 1⋯1，所以可由一個邊長 4單位
正立方體的 1個加上邊長 1單位的 61個，也就是 64×1＋ 1×61＝ 125所組成。

 此外 5/3＝ 1⋯2，所以有下表所列 8種情況：

圖 14. 樂高堆疊的立方體，圖中同一立方體單元其色彩相同

1 2 3 4 5 6 7 8

27×1個
＋

1×98個

27×1個
＋

8×7個
＋

1×42個

27×1個
＋

8×6個
＋

1×50個

27×1個
＋

8×5個
＋

1×58個

27×1個
＋

8×4個
＋

1×66個

27×1個
＋

8×3個
＋

1×74個

27×1個
＋

8×2個
＋

1×82個

27×1個
＋

8×1個
＋

1×90個

＊表中被乘數為立方體的單位邊長數

1 2 3 4 5 6 7 8

8×8個
＋

1×61個

8×7個
＋

1×69個

8×6個
＋

1×77個

8×5個
＋

1×85個

8×4個
＋

1×93個

8×3個
＋

1×101個

8×2個
＋

1×109個

8×1個
＋

1×117個

＊表中被乘數為立方體的單位邊長數

 此外 5/2＝ 2⋯1，所以有下表所列的 8種情況：

 再加上 1×64＝ 64，所以總共 11種組合方式（圖 14）。
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圖 15. 以樂高來透視方體美數

正方體邊長 1 2 3 4 5

正方體體積 1 8 27 64 125

組成數目 1 1、8 1、20、27
1、38、8、15、22、

29、36、43、50、
57、64

1、62、99、50、57、
64、71、78、85、
92、69、76、83、

90、97、104、111、
118、125

組成種類 1 2 3 11 19

 下表綜整上述各立方體的組成數目： 

第二種方式的方體美數

假設筆者拿出一個立方體，它的邊長

未知，因此可以當它的邊長是上述討論的

五種情況其中一種，因此 1-125的方體美
數至少有：1、8、15、20、22、27、29、
36、38、43、50、57、62、64、69、
71、76、78、83、85、90、97、99、
104、111、118、125等。因此，對於邊長
為 n單位的正立方體的方體美數至少有：
1、23、33、43、53、63、⋯ n3。

比較上述第一、二兩種方式，可發現

用第一種方式可以包含第二種方式的答

案，也就是可以得到較多的方體美數，而

第二種方式適合讀者利用教具來實際操

作。最後，我們可用這樣的公式來推導方

體美數：x3 ＋ a1(2
3 － 1)＋ a2(3

3 － 1)＋
a3(4

3－ 1)＋⋯＋ an-1(n
3－ 1)，其中 x及

a1~an皆為大於或等於零的整數，而 x及
a1~an之值必須互相配合。

讀者思考

若邊長為 6的正立方體，體積為 216
立方單位，此立方體的組成方式有那些種

類呢？
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