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從現代音樂玩數學
文／張瑋倩

“Everything we do is music.”─ John Cage（1912-1992）

音樂到底有多科學？音樂跟所有學科一樣源自大自然，而音樂發展則是跟生活息息相

關。大部分地區的音樂是以世襲或師徒的制度來進行傳承，音樂與演奏模式都在樂師的腦

袋裡面，就像是臺灣廟會的祭祀音樂與印尼傳統音樂甘美朗（Gamelan）。自然界中有許多

規律，人類都把它加以數字化，與音樂相關的像是聲音頻率與速度，音樂上的拍子是樂曲

的整體速度，節奏則是音符的長短。為了讓演奏者能維持同樣的速度演奏，而有了節拍器

（metronome）的產生，György Ligeti（1923-2006）這位匈牙利作曲家在 1962年發表的《交

響詩》（Poème symphonique）就是一個利用機械式節拍器所完成的作品。

▲（圖片來源：Flickr (https://is.gd/ypidpL), license by Charles Owen CC BY-ND 2.0）
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科學的本質求真，藝術追求的是美。

科學在於透過實證的方式對自然的現象進

行歸納，邏輯學和數學是一切科學的論證

基礎和工具；而音樂的定義則是一切聲音

的組成。依照兩者的定義來看，音樂一點

也不科學。

人文學科也慢慢走向數據化，希望借

助科學的方法來歸納人類的行為，例如高

頻率的聲音會使人煩躁或緊張（驚悚片的

配樂），柔和音樂有助於牛乳的生產，自己

喜愛的音樂也會提高工作效率⋯⋯等。音

樂的元素也都可以數字化，像是旋律節奏

都可以轉化成頻率、數字與時間，筆者覺

得音樂不科學，但可以用科學的方法與工

具運用在音樂的各項研究與創作上面。

音樂源於自然　發展於生活

每個人一開始接觸的聲音，都是從生

活而來，這些聲音來自大自然或是人類造

成的聲響，最原始的音樂都是源於大自

然。人類從模仿蟲鳴鳥叫開始，先是人聲

模仿，再來創造出樂器模仿更多例如下

雨、打雷、河流、海浪、風聲等大自然聲

音，進而有了聲音的高低，最後發展出各

種音律的演算與音階，而音樂會像語言一

樣被記載下來則是因為有傳遞的需求，西

方的五線譜，最早是從一線、兩線、四線

到五線，為的是要增加音域；而東方則是

有文字譜、工尺譜。

大部分地區的音樂到目前為止都還是

以世襲或師徒的制度來進行傳承，所以未

有譜面紀載，所有的演奏模式都在樂師的

腦袋裡面，就像臺灣廟會的祭祀音樂、外

台歌仔戲、唸歌仔、原住民音樂，所有演

奏樂器的師傅完全不需要樂譜，卻可以靠

著默契與經驗，演奏與演唱適當的曲調。

相同的例子還有印尼的傳統音樂甘美朗，

是以打擊樂為主的宗教音樂，演奏方式也

是以其中一人為領導，以不同節奏型態提

示接下來的樂曲，可以用樂譜形式記載下

來，但絕對不會按照譜上操作，只能當作

紀錄，因為每一次都會視演出情況而有些

微不同。

自然界中有許多規律，人類都把它加

以數字化，例如時間、速度、頻率。小的

時候都會覺得我們學的數學都是十進位為

主，但為什麼一天卻是 24小時，一小時
為 60分鐘，而一分鐘為 60秒，是以 24
與 60為單位，原來最早的進位是以後者開
始，這也是從自然觀察而來，而 10進位以
及阿拉伯數字為什麼會在現在的社會被廣

泛地使用？筆者認為就是因為使用方便，

就像商品一樣，方便好用的東西就能留下。

在音樂的技術層面依照不同的樂器有

不同的練習方法，但共通的就是讀譜的訓

練，讀懂樂譜對於學習音樂的人是相當重

要的一環。目前世界上最為通行的就是五

線譜，在流行音樂的教學上則是以簡譜為

主，無論在簡譜或是五線譜上，都有許多

數字，代表拍子、速度表現、指法、音高

等，這些訊息就是作曲家要給表演者的指

示，許多學習音樂的孩子，最常遇到的問

題就是「速度忽快忽慢」，有些樂段因為學

習者現階段技術足以順利演奏，或是旋律

好聽，就會不自覺地加快演奏速度，但是

還未能順利演奏的樂段，演奏速度就會明

顯變慢。那為什麼演奏或演唱一定要在拍

子上呢？每一種曲式都有其遵循的規則，

演奏的人了解其規則，聽眾才能夠體會到

樂曲的走向，這樣才會稱得上是好聽的樂音。

這裡所提到的速度就是從大自然歸納

而來的規律，好比風的速度、水流的速

度、生物移動的速度、心跳的速度、說話
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的速度等等，這些轉換成音樂之後必須要

讓聽眾也有共鳴，就需要按照大眾所理解

的速度來進行。例如，描寫颶風與微風在

速度（當然還有力度）上就有明顯不同，

湍急水流與涓涓細流也會有截然的不同，

在樂譜上的速度標記就可以讓表演者了解

或想像到作曲家是要表達那一種意象。速

度也可以讓聽的那一方心跳產生影響，在

速食店的音樂通常速度比較快，而咖啡廳

的音樂會比較緩和，當然同樣都是咖啡廳

也會因為消費年齡層而改變店內的背景音樂。

拍子節奏與計算演奏時間

音樂帶給聽眾速度感有兩種，一個

是樂曲的整體速度，稱為拍子；另外一

個則是音符的長短，稱為節奏。拍子的

輕重有一定的法則，以西方音樂為例，

基本拍分成單拍子（simple meter）、複
拍子（compound meter），單拍子有二
拍子、三拍子、四拍子，記譜上就會用

拍號來表示。圖 1開頭的 4/4我們稱為拍
號，所代表的意思就是以四分音符為 1單
位（也稱為 1拍），每一小節有 4個單位
（4拍），也可以看成一小節有 4個四分音
符（1/4+1/4+1/4+1/4=4/4）。若是拍號為
3/4，代表以四分音符為 1拍，每個小節有
3拍，亦可看成一個小節有 3個四分音符
（1/4+1/4+1/4=3/4）。何謂四分音符？這
就要提到音符的長短，以單拍子為例，圖

1為單拍子的基本節奏型態，是採用二分
法，第一小節的音符稱為全音符，可以把

它想成數字的 1，在音樂演奏長度是 4拍；
第二小節的音符因為演奏長度是全音符的

1/2，所以稱為二分（之一）音符，演奏長
度為 2拍；第三小節的音符演奏長度是全
音符的 1/4，稱為四分（之一）音符，演
奏長度為 1拍；接下來的第四小節就是八
分音符，演奏長度為 0.5拍；第五小節的
十六分音符，演奏長度為 0.25拍。所有樂
曲就是節奏型態加上音高進行排列組合而成。

巴洛克（Baroque）時期（16世紀到
17世紀中葉）之前的音樂大多沒有調號的
要求也沒有拍號與小節線的書寫，這是因

為當時的音樂發展以人聲為主，且多半是

無伴奏人聲的曲子，基本拍子要快或慢，

起音高或低都是自由的，雖然沒有固定拍

號，但是歌者的呼吸與語韻就成了最自然

的節拍，加上當時樂器的發展調性還不穩

定，所以在樂曲當中多半是陪襯的角色。

到了巴洛克時期，器樂漸漸發展起來，樂

曲演奏編制越來越大，就需要更有效率

的溝通工具，於是有了拍號與小節線的產

生。古典樂派後期作曲家從公僕的角色（替

教會或是貴族作曲）變成自由業之後，作

曲家對於作品的陳述就更有自己的意識，

音樂的記號也就更加豐富。

樂曲的定速也是這麼來的，以單拍子

為例：  = 60，這個記號的意思表示一分
鐘演奏 60個四分音符，也可以說成一秒演

圖 1. 單拍子的基本節奏型態
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奏一拍（60/60）；若是記號變成  = 120，
則一分鐘演奏 120個四分音符，也就是一
秒演奏兩拍（120/60），演奏速度後者為
前者的兩倍。音樂上會去以曲子的定速去

計算演出的時間，以利於音樂會時間的安

排，計算的公式為：小節數 x每小節的拍
子 /定速（單位：分鐘），以圖 2、3樂譜作
為例子：

圖 2、3中的小星星樂譜一、二都是
12小節，每一小節都有 4個四分音符，總
共有 4x12=48個四分音符，但因為定速不
同，樂譜一的演奏時間為 48/60分鐘，化
簡之後是 4/5分鐘，其實就是 48秒；樂譜
二演奏時間為 48/80分鐘，化簡之後是 3/5
分鐘，也就是 36秒。作曲家或樂譜編輯者
會在樂曲前面加上速度的術語或是符號，

 圖 3. 小星星樂譜二，定速為 80

圖 2. 小星星樂譜一，定速為 60
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讓演奏者知道整首曲子大致的演奏速度。為了讓演奏者能維持同樣的速度演奏，而有了節

拍器的產生，傳統機械式的節拍器（如圖 4）是利用鐘擺的原理產生節拍，需要上緊發條
才能讓機械式的節拍器拍打出穩定的拍子，而現在多數人使用的是電子式的節拍器（如圖

5），是用電子電路輸出穩定節拍，也伴隨調音的功能。電子式的節拍器固然穩定且方便攜
帶，但與機械式的節拍器相比，沒了上發條的樂趣與看著鐘擺擺動，以及聽著鐘擺獨特的

聲響，著實少了一種韻味。

圖 4. 機械式節拍器（圖片來源：https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Metronome_Nikko.
jpg，license by CC-BY-SA-3.0）

圖 5. 電子式節拍器（圖片來源：https://commons.
wikimedia.org/wiki/File:Electronic-metronome 
(scale).jpg，license by CC-BY-SA-3.0）

頻率與音樂

我們所謂的「聲音」，其實是一種物

體振動所產生的波動，而聽到聲音則是音

波將振動傳至耳朵內聽小骨，再由聽小骨

將振動傳往聽覺神經，將訊號送往大腦。

在空氣中物體的振動會引起空氣分子的振

動，空氣分子的振動會造成空氣密度的疏

密變化，這種振動方向與波的傳遞方向平

行的波我們稱之為縱波（註 1）。另外聲波
必須要透過介質才能進行傳導，這種波我

們稱之為力學波或機械波（註 2）。以聲波
來說，常以赫茲（Hz）作為單位，赫茲是
每一秒的週期性震動次數，人耳可以聽到

的聲音的頻率範圍在 20到 2萬 Hz，樂團
用來調音的音高為 440Hz的 a1音，音越
高震動頻率越高，Hz的數值就越高。上一
小節提到的節奏，也是頻率的一種表示方

法，  = 60表示表示一分鐘演奏 60個四分
音符，也就是一秒演奏一個四分音符，相

當於 1 Hz。
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單純用節拍器也能交織出有趣的音樂

20 世紀有位匈牙利作曲家 György 
Ligeti（1923-2006），他在 1962 年發表
的《交響詩》（Poème symphonique）（相
關影片介紹請見 https://www.youtube.com/
watch?v=-mUv705xj3U，或用行動載具掃
描本頁 qr-code）就是一個利用機械式節拍
器所完成的作品。這個作品使用了 100台
機械式的節拍器，共有 10位演奏者，每位
演奏者分配 10台節拍器，負責將每一台
節拍器都先調成不同的定速，並將擺鎚置

中靜止。再使用滑輪與鋼線做成的機構，

讓所有的節拍器盡量一起擺動，因為用力

的關係，一開始幅度會較大，並不是以設

定的定速進行擺動，過了幾秒之後，節拍

器開始以預設的定速正常擺動，在擺動過

程中，所有的節拍器會發出同樣音高、同

樣音量、不同速度的節拍，透過音波的建

設性干涉與破壞性干涉造成聲響大小的改

變，每一台節拍器停止於發條使用完畢。

上一段章節提到定速是以一分鐘（60秒）
能演奏幾拍來書寫，而這個作品則要以幾

秒演奏一拍的概念，例如是 60秒演奏 40
拍，3/2秒演奏 1拍（60/40），若有三台節

拍器分別是  = 20、  = 36、  = 60，它們
發出聲音的時間如表 1，編號 ABC的節拍
器分別在 15、30、45、60秒的時候同時
發出聲響，也是音樂上的最大聲，而編號

AC在 3、6、9、12、18⋯⋯以及編號 BC
在 5、10、20⋯⋯這些秒數會有兩台節拍
器同時發出聲響，是次大聲，其他則是單

獨發出錯落的聲響。

編碼 定速 發出聲響的時間，單位（秒）

A  = 20 0(=60), 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 
60

B  = 36
0(=60), 5/3, 10/3, 5, 20/3, 25/3, 10, 35/3, 40/3, 15, 50/3, 55/3 , 20, 65/3, 
70/3, 25, 80/3, 85/3, 30, 95/3, 100/3, 35, 110/3, 115/3, 40, 125/3, 130/3,  
45, 140/3, 145/3, 50, 155/3,160/3, 55, 170/3, 175/3, 60

C  = 60
0(=60) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 
22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 
42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60

表 1　三台節拍器發出聲響之表格

若再多兩台節拍器分別為  = 72、  
= 13，它們發出時間的聲音表就會如表 2 
（頁 18）：在 60秒的時候 5台同時發出聲
音，會最為大聲；編號 ABCE在 15、30、
45、60秒為次之；編號 BCE在 5、10、

20、25⋯⋯秒發出聲音為第三大音量；編
號 BE 在 5/3、10/3、20/3⋯⋯同時發出
聲 音， 編 號 AC 則 是 在 3、6、9、12、
18⋯⋯同時發出聲音為第四大音量，其他
則是單獨發出錯落的聲響。

交響詩



科學讀書會本月專題
森棚教官的
數學題

教學現場

18 音樂中的科學機密 •從現代音樂玩數學

編碼 定速 發出聲響的時間，單位（秒）

D  = 13 0(=60), 60/13, 120/13, 180/13, 240/13, 300/13, 360/13, 420/13, 480/13, 
540/13, 600/13, 660/13, 720/13, 60

A  = 20 0(=60), 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51, 54, 57, 
60

B  = 36
0(=60), 5/3, 10/3, 5, 20/3, 25/3, 10, 35/3, 40/3, 15, 50/3, 55/3 , 20, 65/3, 
70/3, 25, 80/3, 85/3, 30, 95/3, 100/3, 35, 110/3, 115/3, 40, 125/3, 130/3, 
45, 140/3, 145/3, 50, 155/3,160/3, 55, 170/3, 175/3, 60

C  = 60
0(=60), 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 
22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 
42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60

E   = 72

0(=60), 5/6, 5/3, 5/2, 10/3, 25/6, 5, 35/6, 20/3, 15/2, 25/3, 55/6, 10, 65/6, 
35/3, 25/2, 40/3, 85/6, 15, 95/6, 50/3, 35/2, 55/3, 114/6, 20, 125/6, 65/3, 
45/2, 70/3, 145/6, 25, 155/6, 80/3, 55/2, 85/3, 175/6, 30, 185/6, 95/3, 65/2, 
100/3, 205/6, 35, 215/6, 110/3, 75/2, 115/3, 235/6, 40, 245/6, 125/3, 85/2, 
130/3, 265/6, 45, 275/6, 140/3, 95/2, 145/3, 295/6, 50, 305/6, 155/3, 105/2, 
160/3,325/6, 55, 335/6, 170/3,115/2, 175/3, 355/6, 60

表 2　五台節拍器發出聲響之表格

樂曲的秘密藏在最大公因數

大家發現了嗎？因為定速的定義是以

一分鐘打幾拍，所以當所有節拍器打一分

鐘的時候，聲音會來到極大值。因為大家

在第 60秒（亦即第 0秒）會同時敲打一
下然後聲響再度分開，如果定速的數字不

互質，在 60秒之中同時發出聲響的頻率會
較多，反之如果定速的數字互質（13與其
他數字互質），那就只有在 60秒的瞬間會
同時發出聲響。另外，兩個定速的數字之

最大公因數，就是 60秒內重疊的次數，例
如編號 BE的節拍器定速之最大公因數是
36，所以在 60秒之內重疊 36次，編號
ABCE的節拍器定速之最大公因數為 4，
所以在 60秒之內重疊 4次。筆者這次只
列舉了 5台節拍器，而這個作品的設定是

100台節拍器，聲音的層次當然會比 3台
或 5台來得豐富，也增加呈現的難度。這
樣的作品跟我們想像中有旋律的音樂作品

不太一樣，當時的作曲家希望讓聽眾們不

要覺得古典音樂是距離遙遠的，呼應美國

作曲家 John Cage（1912-1992）的名言
“Everything we do is music.”，以這樣的
角度來看，這也是個有趣的音樂作品。

Ligeti所在的年代還沒有電子節拍器，
所以大家若上網搜尋看到這個作品的影片

時，會發現筆者所謂在 60秒同時敲一下是
沒有出現的，因為鋼線滑動碰觸到擺鎚的

時間差關係。但這個時間差或許就是作曲

家要的，讀者若想要將時間差歸零，可以

把家裡的手機以及電腦蒐集起來，下載與

Google搜尋「節拍器」，將想要的速度輸
入之後大家同時開始，就會有此起彼落的
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聲響，若是想要很多重疊聲響，在定速的

時候就可以從 208以下的數字選擇最大公
因數越大的群組，若是想要錯落聲音較多

的就都選質數即可。為什麼是用 208這個
數字，目前節拍器最大值就是 208，讀者
們也可以嘗試往上調，但是會發現發出的

聲音會接近一個長音，因為人類的耳朵能

接收到頻率有限，那就聽不出錯落與重疊

的聲響了，希望讀者們也可以在家裡簡單

的玩音樂，“Everything we do is music”！

註釋

1. 若是波的振動方向與傳遞方向垂直的
波，我們稱之為橫波，像是石頭落入水

面造成的漣漪就是一種橫波。

2. 和機械波相對的是電磁波，電磁波可以
不透過介質在真空裡傳遞，像光就是電

磁波的一種。


