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歌唱酒杯的猜想
文／李柏翰

2004年「臺灣國際科展」物理科有一件有趣的物理作品〈酒杯發出之音符〉，是當時

臺中縣私立弘文高中陳冠文與王智楷兩位同學，探討了一個中學理化課中杯子裝水振動發

聲的原理。一般而言，酒杯內裝水越多，摩擦杯子發出聲頻越低，原理是有效質量變大；

但是如果杯中置入一障礙物，當水體變少，反而有機會出現發出聲頻變低的奇特物理現

象。這件作品在臺大物理系陳義裕教授指導下，利用變分原理發現了層流厚度是決定杯子

振動發聲的依據。該作品獲得美國第 55屆國際科技展覽會大會（ISEF）獎物理科三等獎，

並發表論文在國際期刊 Europhys. Lett.。本文根據該論文的發現來介紹歌唱酒杯的有趣物理。

科教館同仁運用玻璃杯演奏樂曲
（圖片來源：雲林縣政府官網 https://is.gd/eE0bTq）



科學讀書會本月專題
森棚教官的
數學題

教學現場

50 音樂中的科學機密 •歌唱酒杯的猜想

〈酒杯發出之音符〉作品簡介

該實驗是探究傳統的酒杯發生的頻率

和環境變異參數的討論，因為其中有一些

實驗是有異於一般常理常識的推論，因此

挑選本篇內容介紹給中學師生，加深大家

對聲音發聲原理的概念。該實驗過程，首

先是以溼的手指在玻璃酒杯邊緣摩擦，來

發出悅耳的聲音，為了研究發聲的原因，

冠文與智楷同學利用壓電晶片喇叭連接到

示波器上，並且利用數位錄影機錄下示波

器上的訊號，再以電腦分析出瞬間的頻率

（如圖 1），詳細結果請參閱科教館官網「科
展資訊管理系統」（https://twsf.ntsec.gov.
tw/Article.aspx?a=35&lang=1）之臺灣國
際科展「歷屆參展作品」區，其中有一項

發現是值得深入探討的，例如裝液體之高

腳杯發出之頻率，不再與總重量有關，而

是與液體之高度有關。當保持液體高度不

變，即使在杯子中央加入不同重量之固

體，杯子振動頻率還是不變。若改裝不同

密度之液體，則密度愈大頻率愈低。

有趣的物理提問

根據這個發現，做個簡單變化，有趣

的物理出現了。試回答下列問題：

圖 1. 酒杯發出之音符作品實驗示意圖（圖片來
源：〈酒杯發出之音符〉科展作品說明書。

http://activity.ntsec.gov.tw/activity/race-2/
International2004/2.htm）

圖 2. 手指沾水摩擦酒杯，發出之聲音頻率實驗測試（陳義裕教授提供）

下列四個酒杯，今用手指沾水摩擦使之發出之聲音，此四個酒杯發出聲音頻率

高低順序為何？
Q1

一般而言，越重的酒杯（包含環境水體），發出頻率越低，因此用符合直覺的觀點來

看，Q1答案如圖 3所示： 
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圖 3. 酒杯發出之聲音頻率實驗測試（陳義裕教授提供）

你答對了沒，沒錯！是 f0 > f1 > f2 > f3，因為酒杯受到環境有效質量最小為 0號酒杯，
所以發出頻率最高，而 3號酒杯受到環境有效質量影響最大，所以發出頻率最低。這個中
學的理化課程內容，已經有非常多的探討，大家對這個現象，也沒什麼太大的問題。

但是如果題目改成 Q2，那結果會如何呢？

Q2

如果想再利用有效質量來判斷

（越重的酒杯，包含環境水體），判斷

一下 Q2發出頻率誰比較低？
結果經過科展實驗結果測試，Q2

答案如圖 5所示：

下列兩種酒杯（右邊中間置入障礙物），水面高度相同，發出之聲音頻率高低順

序為何？

圖 5. 兩種酒杯 2號和 4號，4號酒杯中間置入障
礙物，其結果發出 4號酒杯聲音頻率變低，
水體是較少的喔（陳義裕教授提供）

圖 4. 兩種酒杯（4號為中間置入障礙物），發出聲音頻率實驗測試 2（陳義裕教授提供）
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如果根據 Q1的經驗，您可能是猜錯了，Why？
由此便開始了本篇有趣的物理介紹，首先看看玻璃杯振動的模式，如圖 6所示，圓

圈圈為玻璃杯俯視圖，最外層紅色代表玻璃杯，內層綠色為水分子，當玻璃杯內部只有水

體，經過分析發現玻璃杯振動和 cos (mθ)相關，考慮 m = 1∼ 5， 其振動的圖解。

圖 6. 如果考慮玻璃杯振動為 cos (mθ) mode，當 m = 1∼ 5時其振動的圖解
（依據陳義裕教授程式所繪製）

利用方程式認識歌唱酒杯發聲 

首先，為了得到簡單的物理解，我們

一般會先簡化酒杯的條件，改成圓柱狀玻

璃杯，而障礙物也會改成對稱的圓柱狀，

如圖 7所示。如果在玻璃杯內置入障礙
物，則水體和玻璃杯與障礙物一起參與玻

璃杯振動的影響，先由簡單模型出發，只

考慮二維的公式推導說明。
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當玻璃杯內置入障礙物，則水體介於

玻璃杯與障礙物之間，玻璃杯振動會受到

水體層厚度的影響，而且水體的側面層流

圖 9. 在 4號酒杯玻璃杯（glass wall）中間置入圓柱形障礙物（solid）的模型探討，參數水層（fluid）
分成薄、中、厚三種水層，利用不同的水層厚度探討玻璃杯振動頻率和水層厚度 s的關連（陳義裕
教授提供）

圖 7. 4號酒杯中間置入障礙物的模型探討及參數
設定（陳義裕教授提供）

圖 8. 在 4號酒杯中間置入障礙物的模型，加入座
標系統的討論（陳義裕教授提供）

也對玻璃杯振動產生影響。如果用流體方

程式分析，玻璃杯的振動頻率要開始考慮

則水體的側面層流速度，和水壓的梯度變化。
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要了解其中所涉及到的物理，我們將原有的三維系統簡化為相應的近似二維模型的幾

何（圖 7），它由一層厚度為 s的液體，夾在組成平坦的實心牆和振動玻璃牆之間。流體元
素的位移向量為（ξ，η）表示，最初始位置為（x，y）。流體元素的線性運動方程，即牛
頓第二定律 F = ma，一般處理流體，常用密度代替質量，所以將 F = ma除以體積 V，因

為 ρl = 
m
V ，

F
V  = 

F
A×l  = 

P
l ， ρl是流體密度，  P是流體壓力，水流流速 u，  ρg是玻璃密

度，所以流體力學的牛頓第二定律 F = ma可以改寫成：

  (1)

  (2)

經過繁複的推導，有興趣的讀者可以參閱後面公式推導筆記，最後所計算的振動角頻

率比值修正為：

 

充滿液體和障礙物的玻璃振動角頻率 ω，和空玻璃振動角頻率 ω0，s為流體厚度，k 
= 波數（wave number）。
上式說明建議，玻璃杯簡諧運動振盪的有效質量已經和置入障礙物所產生水層 s有

關。在此，m是玻璃質量，∆ m是在玻璃杯中的流體所引起變化的有效質量。

 

有效質量 ，所以當 s越小，有效質量∆ m越大，因為

，如圖10 coth x 的函數分析，越薄水層， coth x越大，∆m影響越大，當s變大，

∆ m影響就不再是 s函數，因為 coth x∼ 1.0，這個也符合日常生活上的直覺，當 s變很
大，障礙物對玻璃杯的影響力就下降很多。

圖 10. coth x函數；當 x < 1，x越小，coth x越大（李柏翰繪製）
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當我們輕輕摩擦酒杯的邊緣時，玻

璃－流體界面處的壓力 P相位與位移 η會
相差 180度（請參閱下頁「歌唱酒杯發聲
的物理　方程式推導筆記」）。這是什麼意

思呢？當酒杯壁膨脹最大時，壓力是最大

的，這是合理的推測，因為這個壓力正好

與自酒杯的彎曲位移的恢復力相反。雖然

流體的存在具有降低頻率的趨勢，但並不

能假設較少量的流體必然對應於較高的測

量頻率。實際上，實驗和理論都發現，通

過額外的參數 ks的調控，在玻璃中心引
入圓柱形障礙物的實驗，只要我們保持液

面高度不變，實際上此調整反而降低了頻

率，即使是使系統中的流體總質量變少，

這些是可以理解的。如果我們意識到引進

障礙物將用於限制流體的運動，結果便會

增強流體壓在玻璃牆上的強度，從而減緩

其振動。雖然這個水體減少的現象，反而

使得聲頻的下降，的確是有點違背直覺

的，另一個想法可以改成因為障礙物更接

近酒杯，反而導致了發聲頻率的受到壓制

而產生頻率下降，補償了水體減少的有效

質量，這個有趣的近距離 coth x函數所造
成的效應，是否引起您對歌唱酒杯的興

趣呢？

這裡詳細的公式推導可以參考後面公

式推導筆記（P.56），以及〈酒杯發出之音
符〉的科展說明書，或者是如本文參考文

獻所列的相關論文。看到這裏，想不想自

己推導看看三維的微分方程式的公式解，

來說明這個神奇的頻率下降變化呢？
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歌唱酒杯發聲的物理　方程式推導筆記

流體力學的牛頓第二定律 F = ma除以體積 V可以改寫如下，(1)(2)與上一段公式相
同，故引用相同編號。

  (1)

  (2)

ρl是流體密度，P是流體壓力，水流流速 u
根據 (1)(2)，再取 x及 y的偏微分，則可以得到 (3)(4)：

  (3)

  (4)

根據流體力學原理，不可壓縮流體條件為：

  (5)

根據 (5)，由 (3)(4)我們可以得到 (6)：

  (6)

水壓 P可以利用 (7)方程假設來解：

  (7)

(7)帶入 (6)，我們可以得到：  

  (8)

(8)的解可以表示為：

  (9)

假設 A1，B1為常數，k為波數（wave number），當考慮無障礙物體，簡單情況下 
y→∞，解不能發散，所以 B1必須為 0

，然後帶入

  (10)

我們獲得  和 ，所以壓力：

  (11)
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特別是在玻璃－液界面 y = 0，我們看到：

  (12)

對一個空的玻璃杯，厚度為 τ，則此玻璃單位質量的運動方程式如下，restoring force
為玻璃的恢復力。

  (13)

  (14)

再修正成一般式：

  (15)

  (16)

  (17)

比較方程 (17)和 (14)，我們馬上看到充滿液體的玻璃角頻率 ω和空玻璃（ω0表示）

ω滿足：

  (18)

對一般解，厚度為 s流體為有限的，類似的討論將推出：

  (19)

  (20)

  (21)

所計算的角頻率比值修正為：

  (22)

上式說明的玻璃杯簡諧運動振盪的有效質量已經被出現的流體所改變。在此，m是
玻璃質量，∆ m是在玻璃杯中的流體有效質量為 ks函數，所引起的變化。

  (23)

有效質量 ，所以當 s越小，有效質量∆ m越大，如圖

10，coth x函數的分析，當 x < 1，x越小，coth x越大。


