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足球賽中的足球賽中的
數學問題數學問題

圖 1：正二十面體 圖 2：截角二十面體 圖 3：足球

2014年可說是世界足球年，四年舉行

一次的 2014年世界盃足球賽將於 2014年 6

月 12日至 7月 13日在巴西舉行，這是巴

西繼 1950年後再次主辦男足世界盃賽。而

接續的這兩年中，也可以說是巴西甚至南

美洲的體育年，因為除了 2014世界盃足球

賽外，2016年夏季奧林匹克運動會由巴西

的里約熱內盧舉辦，在兩年內舉行兩個如

此大型的運動會必定會成為巴西的挑戰。

但為何巴西樂於舉行這兩樣活動呢 ?

從 2013年 11月 28日的某商業報紙的標題

「世足賽倒數 200天！巴西升息兩碼、利

率重返兩位數」，可以想像，這些賽事也

同時帶來無限商機。

文．圖 /鄧家駿、羅玟文

足球本身的數學結構

足球本身結構其實是很具數學的味

道。在足球比賽初期並沒有規定足球的大

小輕重，只要是圓球形即可。嚴格來說，

現代足球使用的是一個用皮縫製的截角

二十面體結構，有 60個頂點、12個正五邊

形、20個正六邊形和 90個邊，這是愛迪達

公司考量到結構堅固的優點，於 1970世界

盃推出「Telstar」，而受到大眾與足球界的

歡迎。

如圖 1~3，這種立體有兩種名稱，一

種名稱為截角二十面體，它是由正二十面

體的每個頂點（12個）位置截去正五角錐



（剩下的邊長為原正十二面體的三分之一）

而成，因此形成 12個正五邊形、20個正六

邊形。（註 1）

另外的名稱可以稱為球形三十二面

體，阿基米德多面體的某一種（註 2），由

正五邊形、正六邊形組成的高度對稱的凸

多面體。

世界盃足球賽的賽制

不過我們把數學的眼光著眼的不是足

球本身，而是世界盃足球賽事的晉級規則，

以及從這些規則發展出來的數學問題與生

活周遭的相關性。由於在閱讀報刊雜誌或

觀看電視有關世界盃足球賽的報導時，除

了球星個人的新聞與紀錄外，比較常出現

的是有關各隊戰績的呈現與討論。所以本

文接續的焦點放在球隊戰績與晉級關係上。

1934年起，世界盃設立會外賽，所有

參賽隊伍分別依六個大洲（非洲、亞洲、歐

洲、中北美及加勒比海、南美和大洋洲）各

自組織世界盃會外賽（包括決定其賽制），

以爭奪世界盃會內賽參賽資格。會外賽在

決賽圈舉行前三年開始，過程逾兩年。

一般我們所關注的世界盃指的是決賽

圈的比賽，現時決賽圈會有 32支代表隊在

當界先後進行分組賽和淘汰賽，全程大約

持續一個月。

進入決賽階段的球隊首先以小組形式

進行分組賽，分組賽以抽籤形式分成八組。

國際足總先將各參賽隊伍分成四個級別，

第一級別為種子隊，包括主辦國及實力較

高（依國際足總世界排名與近年世界盃成

績）的七支代表隊。這八支種子隊分到八

個小組中，其他隊伍會分入第二至第四級

別，多以球隊所屬的洲別來劃分。

世界盃足球賽的分組賽及晉級規則

分組賽將 32隊伍分成 8組（A至H），

分組賽內採積分制，勝球隊伍得到 3分積

分，打平則各得 1分，輸球隊伍獲得 0分，

小組賽排名方法為依據積分高低順序，每

組晉級前兩名。

若積分相同，以「淨球數」來決定，

所謂淨球數就是進球數減掉失球數的結

果。若「淨球數」又相同，就直接比「總

進球數」；倘若總進球數又相同，就比雙

方對戰的戰績，若還是相持不下，最後就

只能憑運氣抽籤來決定。

以下我們針對分組賽及其晉級規則中

的數學內容，提出一些問題，供讀者用數

學素養來思考這些和比賽規則有關的有趣

之處，解答和討論附在問題後面。

問題

1 在分組中，每組 4隊，每一隊都需要與其他隊伍對戰一場。請問每支球隊需出賽

幾場？每一分組須舉辦幾場比賽？

不需要跟自己對戰，所以需出賽 3場。

每一分組則舉辦 4 x 3 x 1—2 = 6場。如右圖，此想

法與同一平面上，四個不在同一直線上的點 A、

B、C、D，找出他們之間的線段數目，是同樣的

數學問題。

解答： B

C

A

D
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我們也可以來想想，32隊伍分成 8組，每組 4隊，能不能不要分組呢 ?或是分更多組

呢？

想像問題 1的解答，如果不分組，32支隊伍都需要與其他隊伍對戰一場，那要辦幾場

比賽？舉辦 32 × 31 × 1—2 = 496場，試想一下，如果一天安排一場比賽，那要超過一年的比賽

時間，好像有點可怕。若分更多組，每組就只能有 3隊或 2隊，每一分組辦的場次也會減

少（請讀者自己算算看），精彩度亦會下降。

其實分 8組，每組 4隊，是長久舉辦的經驗與數學素養做出來的決定，如果每組 5隊

或 6隊，每一分組辦的比賽要 10或 15場，每隊出賽 4次或 5次。考量足球是十分耗費體

力的運動，因此球隊不可能連續出賽；而轉播賽事是主辦國的一大商機，因此很少同時間

在不同場地舉行賽事（除非是每一分組的最後兩場比賽）。加上比賽需在一個月內辦完，

且分組賽約在兩周內辦完，剩下兩週由晉級的 16支隊伍採單敗淘汰制直至決賽，似乎目前

的決定是很適合的狀況。

從呈現的表格中，我們也可以發現一個賽程安排的特殊之處，每一分組的前面場次都

在不同時間舉行，地點也分在主辦國家的各地，不同組更是會錯開時間，以能達到轉播時

間不重複的最大場次數，但是最後兩場比賽一定會同時舉行。這是由於最後兩場的結果時

常會影響彼此比賽情形，例如說該分組第五場的結果出來後，第六場的兩支隊伍已經確定

晉級或不晉級，比賽的精彩度就可能因隊員的心情與教練的戰術而下降；同樣也可能在第

五場結果確定後，第六場的結果會造成前面兩支球隊在被動的情形下被淘汰或晉級。因此

分組最後兩場球賽同時舉辦，以增加比賽精彩性。

問題

2

解答：

以下是 A組的賽程及比賽結果，請問這個分組晉級的隊伍是那兩隊？請分別寫
出國名及該國於此分組的名次。

比賽日期 比賽時間 球隊 1 比賽結果 球隊 2 比賽場地
2010/06/11 22:00 南非 1 : 1 墨西哥 約翰尼斯堡體育場
2010/06/12 02:30 烏拉圭 0 : 0 法國 開普敦
2010/06/17 02:30 南非 0 : 3 烏拉圭 比勒陀利亞
2010/06/18 02:30 法國 0 : 2 墨西哥 波羅克瓦尼
2010/06/22 22:00 墨西哥 0 : 1 烏拉圭 勒斯滕堡
2010/06/22 22:00 法國 1 : 2 南非 布隆泉

從積分可以看出 A組第一名為烏拉圭；南非、墨西哥積分相同，比淨球數。
南非「淨球數」＝「進球數」3－「失球數」5＝－ 2
墨西哥「淨球數」＝「進球數」3－「失球數」2＝ 1，所以第二名為墨西哥。

隊伍 勝場數 和場數 敗場數 積分

南非 1 1 1 4

墨西哥 1 2 0 4

烏拉圭 2 1 0 7

法國 0 1 2 1

這種分組的賽程及結果呈現方式最常見於報紙與網站上，透過積分規則的計算與

整理，檢驗對規則是否了解，也是一種數學計算上的練習。
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新聞中有時會有錯誤的產生，大眾需要透過理性態度和數學素養來檢視，。不過某些

學生往往會以非理性的態度來看，譬如說「日本隊足球很爛，不可能晉級。」或「沒有 9分，
怎麼可以確定晉級呢？」

從數學的角度來檢視這篇報導，我們就會想想「積分有可能 8分嗎？」或「8分是否
保證晉級？」由於分組賽制中，每隊僅出賽 3場，3場全勝得到 3×3=9分，2勝 1和得到
2×3＋ 1=7分，中間沒有別的可能性，不可能產生 8分。而有的人會採取另類的思考，那
8分的積分如何得到呢？最快的方式是 2勝 2和 3×2＋ 1×2=8分，那可是要 4場出賽才
能得到。

這裡要提醒讀者的是數學不但是知識，也應該在某些層面可以是常識。對於實際比賽

的情況，有隊伍勝就該有隊伍敗，所以若能依此判斷，勝場、敗場數不相同就產生不合理現

象。同樣地，和場數必是兩隊伍同時增加，所以和場數總和必為偶數，否則也是不合理現

象。積分表偶有誤植，若能透過數學理性的判斷發現錯誤，可增加對於數學是有用的信心。

有隊伍一場都沒贏，也可以晉級，這看似荒謬的事情，是否可能發生呢？其實這可以

說是一種戰術，要贏球勢必要踢進比對手更多的球，但是某些隊伍是以防守見長，因此至

少守得自身隊伍不失分，雖然不保證贏，但至少可能產生平手的結果。這也算是數學素養

的一種展現，要去預測整個分組的表現及每場對戰的可能結果，想想是否有造成 3和就可
晉級的機會。

問題

3 新聞報導說，「目前日本隊積分 8分，已經在分組確定晉級！」請判斷此新聞報

導是正確或錯誤，並舉出理由說明。

三場不可能得到 8分；要四場以上的比賽才可能得到 8分。解答：

問題

問題

4

5
請問甲隊取得 3和後，是否有可能晉級？能否用甲、乙、丙、丁四隊的對戰成績
說明。

勝場有 3場、敗場卻 2場，不合理。
或和場數總和應該為偶數

兩種情形，

大家戰績一樣，淨球數較多或總進球

數較多，也可能是抽籤才晉級。

或如以下結果，

甲隊以第二名晉級。

隊伍 勝場數 和場數 敗場數 積分
甲 0 3 0 3
乙 2 1 0 7
丙 0 2 1 2
丁 0 2 1 2

解答：

解答：

以下新聞報導公布 C組目前的比賽結果積分表。但是其中有不合理的地方，請

指出不合理之處。

隊伍 勝場數 和場數 敗場數 積分

斯洛維尼亞 1 1 1 4

美國 1 2 0 5

阿爾及利亞 0 2 1 2

英格蘭 1 2 0 5
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這裡其實有兩種可能性。讀者如果仔細閱讀分組晉級的規則可以發現，若積分相同，

「淨球數」又相同，「總進球數」又相同，雙方對戰的戰績相同，最後憑抽籤決定，所以

如果大家都是和場，進的球數多一點或籤運好一些，都是可以晉級的。由此可以再次檢視

分組賽的晉級規則，其實足球比賽鼓勵進攻，畢竟比賽要有更多的進球才能振奮人心，所

以「淨球數」、「總進球數」仍是優先考量的項目。

當然也不能只靠運氣，所以我們應該修改條件，想想 3和要晉級，能否是在沒有抽籤

的情形下風光晉級。那甲隊不可能是第一名，只能是第二名晉級，所以對戰組合中，必有

一隊（假定乙隊）戰績優於甲隊，起碼 1勝 1和，那乙隊是否有 1敗呢？不可能，因為這

一敗發生在另外兩隊身上，都會造成其中一隊（1勝 1和）積分超過甲隊；乙隊的戰績如

果是 1勝 2和，其他兩隊有一隊是 0敗場，那也至少與甲隊積分相等；所以可以確定第一

名晉級的乙隊是 2勝 1和。剩下兩隊各分得 1敗 1和，但是兩隊的剩下一場呢？誰勝誰負

都會造成另一隊積分超過甲隊，所以甲隊只能祈禱丙、丁兩隊平手，那甲隊就是憑著 3和

的實力晉級 16強。

十六強後的淘汰賽

足球賽有和局，只有在分組賽裡或是所謂的例行賽，因為賽事是長期的，因此可以將

所有的結果轉換成積分作比較。如果最後要決定出冠軍落在那支隊伍，比賽總是要分出勝

負，對各類球賽均是如此。

淘汰賽從 16強賽（或稱「第二輪」）展開，90分鐘戰平則延長賽 30分鐘，未能分出

勝負便需互射 12碼分直到勝負確認（畢竟足球是個很耗體力的運動）。一開始由小組第一

名對戰另一小組第二名，之後的半準決賽（8強）、準決賽（4強）、季軍戰（準決賽落敗

方對戰）至冠軍戰（決賽）依次進行。

這個問題其實可以畫出關聯圖來計算，不過有個小細節偶會被忽略，就是可能會沒計

算到季軍戰，人們永遠只記得最後的贏家，而忘記其他的配角。

而另一個有趣的數字是 16=24，每一次的對戰必定要淘汰其中一隊，所以隊伍數是應該

是 2的次方數，且可以從次方瞭解最多要出賽幾場。倘若參賽的隊伍數不是 2的次方數，又

要舉辦淘汰賽，這時候就會有種子隊的出現，種子隊可以比其他隊伍少出賽前面一至兩輪。

這邊也可以看出主辦單位舉辦分組賽與第二輪淘汰賽的用心，因為分組賽可以讓所有

出賽隊伍一定要出賽三場，增加曝光率、也可增加轉播場數。不然以 32支隊伍來說，只需

要辦 32場球賽就可結束。而各國大張旗鼓地來到國外參賽，有 16支隊伍只露臉一次就說

再見，也實在太說不過去啦！

問題

6
進入 16強的隊伍裡，最多還要出賽幾場？淘汰賽總共要辦理幾場？

16強賽、半準決賽、準決賽、決賽（或季軍戰），最多需出賽共 4場。
要辦幾場呢？

16強賽（8場）、半準決賽（4場）、準決賽（2場）、決賽（或季軍戰）
各 1場，共 16場。

解答：
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附註：

註 1： 正二十面體、截角二十面體，兩個圖片是
利用「波麗 poly」軟體製作，此軟體由
Pedagoguery Software Inc.設計。

註 2： 阿基米德立體是一種高度對稱的半正多面
體，且使用兩種或以上的正多邊形為面的

凸多面體，並且都是可以從正多面體經過

截角、截半、截邊等操作構造。阿基米德

立體的每個頂點的情況相同，共有 13種。
阿基米德曾研究半正多面體（雖然其研究

紀錄已佚），故有人將半正多面體喚作阿

基米德立體。因為面是由正多邊形組成的，

每個相鄰的正多邊形的邊長相等，故阿基

米德立體的邊均有相同長度。

參考資料：

1. 2013年國中數學科試辦會考題目

2. 世界盃足球賽（維基百科）

 http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%96%

E7%95%8C%E7%9B%83%E8%B6%B3%E7

其他運動賽事中的數學問題

只要有紀錄、有戰積的比較，其實裡面就有許多的數學問題可以討論，甚至可能因而

影響到比賽的公平性與精彩度。

在早些年時的世界盃足球賽，分組賽的積分算法，其中勝球隊伍得到 2分積分，打平

則各得 1分，輸球隊伍獲得 0分，計算的方式會與棒球類似。讀者可以試著用這種積分計

算方式重新討論前面的問題，可能會產生與原先不同的結果，例如 2勝 1敗與 1勝 2和積

分相同，這樣反而是鼓勵善於防守的球隊。

至於棒球賽中的數學問題呢？這邊提供一個 2013年 3月舉行的試辦會考的題目來給

讀者練習一下。

由於這個問題是檢測國中三年級學生的數學基本能力，解答的方法也不只一種，因此

就讓作者賣個關子。讀者能否在未來看足球、棒球賽事的過程中，多帶點數學素養來看呢？

我們的目的不是要讓大家只關注數學而忘記球賽帶給大家的驚訝與歡呼，而是要提醒背後

的某些數學想法，在你瞭解時，會有更多的樂趣。

%90%83%E8%B3%BD

3. 截角二十面體（維基百科）

 http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%88%AA

%E8%A7%92%E4%BA%8C%E5%8D%81%

E9%9D%A2%E9%AB%94

4. 世界盃足球賽紀錄（維基百科）

 http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%96%

E7%95%8C%E7%9B%83%E8%B6%B3%E7

%90%83%E8%B3%BD%E7%B4%80%E9%

8C%84

5. 2010世界盃足球賽的賽事記錄 http://

sports.hinet.net/2010fifa/standings.html

6. 林福來教授主編（民 100）。台灣 2011

數學素養評量樣本試題。取自 http://pisa.

nutn.edu.tw/news_tw.htm
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試辦會考

題

19 已知有甲、乙、丙、丁四支棒球隊，每隊均與其

他三隊各比 20場。右表為四隊比賽戰績紀錄表，

其中部分資料汙損。根據表中的資料，判斷乙隊

的獲勝場數為何？

球隊

甲 60 36

25

31

60

60

60

1

1

2

2

23

33

27

乙

丙

丁

平手出賽 勝 負

43
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